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Prefacio

Nesta segunda edicao, quase quinze anos ap6és a primeira, procurei melhorar
a sequéncia dos capitulos e suas segoes. Inclui alguns novos tépicos. Aumentei
o nimero de exemplos e exercicios, bem como os resolvidos que estao em um
dos apéndices. Coloquei ainda as respostas de todos os outros. O nimero de
paginas também aumentou um pouco.

O objetivo continua o mesmo, ajudar o estudante do ciclo basico no uso
do Célculo, mas sempre dando énfase a beleza do processo matematico. Para
facilitar o estudo, durante o desenvolvimento vou sugerindo os exercicios que
podem ser resolvidos.

Da mesma forma que fiz nos meus livros de Fisica Bésica, publicados recen-
temente pela Editora Livraria da Fisica, escrevi como se estivesse me dirigindo
ao estudante, ou em sala de aula, ou tirando alguma divida ou, simplesmente,
s6 conversando. Foi muito agradavel.

Joao Barcelos Neto

Prefacio da primeira edigao

Quando dava aulas no ciclo basico sempre preferia turmas em perfodos de-
fasados, a fim de que o estudante j& viesse sabendo Célculo. Mesmo assim,
notava que embora ele soubesse derivar e integrar, muitas vezes com certa de-
senvoltura, ndo sabia raciocinar com o Célculo. Geralmente nao sabia porque
estava derivando ou o que estava integrando.

E esta a finalidade deste livro. Ele contém a minha experiéncia em procurar
fazer o estudante raciocinar com o Célculo. Embora mostre como derivar e
integrar, a énfase nao estd bem ai. Nao ha formularios. Na verdade, h& poucas
férmulas. Procurei nao usar nada em que nao fosse mostrado sua origem. Posso
até ter exagerado em fazer uma demostracdo do Teorema de Pitdgoras num
dos apéndices e enfatizar que ndo ha necessidade de saber uma férmula para
resolver uma equagao do segundo grau. Fiz isso com o intuito de nao descui-
dar do principal objetivo do livro, que era priorizar o raciocinio em lugar do



uso irracional de férmulas prontas. H& muitos exemplos, principalmente em
Geometria e Mecanica. Neste caso, procurei refazer alguns exemplos do meu
livro de Mecanica, porém usando uma linguagem mais simples.

Este livro é organizado da seguinte maneira. No Capitulo I fago uma apre-
sentagao geral do que pretendo desenvolver no livro. O Capitulo II contém uma
breve introducdo da matemédtica necessaria para comegar o desenvolvimento de
derivadas e integrais, particularizando ao caso de fun¢oes de poténcia. Preferi
esse caminho a fim de que a complexidade de outros tipos de fungao, neste
momento, ndo viesse a obscurecer as propriedades fundamentais do Célculo
Diferencial e Integral. Aproveitei a oportunidade para relembrar a relagdo bi-
nominal, que serd de grande utilidade durante todo o livro e, particularmente,
nesta fase inicial. No Capitulo IIT é introduzido o conceito de derivada e apli-
cado ao caso de fungoes de poténcia. Aproveito para falar sobre as proprieda-
des gerais da derivacdo. No Capitulo IV apresento diversas aplicagoes. Fago
mengao que resolver uma equacao diferencial nem sempre estd associado a re-
solugao de uma integral (caso que pretendo deixar claro no Apéndice C). No
Capitulo V introduzo integrais, procurando enfatizar que integrais nada mais
sao do que olhar de maneira diferente uma equagao diferencial de primeira or-
dem. Aproveito, também, para fazer a generalizacao para integrais duplas e
triplas. Discuto vérias aplicagbes. Acho importante mencionar que, até agora,
86 fungoes de poténcia foram consideradas. Derivadas e integrais envolvendo
(ou usando) fungoes trigonométricas, bem como aplicagoes, estdao no Capitulo
VI, e o correspondente para fungoes exponenciais e logaritmicas, no Capitulo
VII. H4 seis apéndices. No Apéndice A é feita uma revisao, contendo também
vérias aplicagoes de vetores. No Apéndice B é apresentada uma demonstragao
geométrica do teorema de Pitdgoras. O Apéndice C contém um exemplo de
solugao de equacao diferencial e no Apéndice D mostro uma forma indutiva da
expansao em série de poténcias. Nos Apéndices E e F hé solugoes e respostas
de alguns exercicios.

Para finalizar, gostaria de dizer que a oportunidade de escrever este livro
estd relacionada, também, aos trés anos em que ministrei a disciplina de Céalculo
no Curso de Formagao de Oficiais do Corpo de Bombeiros do Rio de Janeiro.
Esta foi uma experiéncia muito prazerosa, ocorrida apds a minha aposentadoria.
Tive a oportunidade de voltar & minha juventude e fazer novas amizades. O
convivio com esses excelentes e simpéaticos estudantes motivaram-me a iniciar
este trabalho.

Rio de Janeiro, em 24 de dezembro de 2008.

Joao Barcelos Neto
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Capitulo 1

Derivadas

Neste capitulo veremos a derivada da fungao de poténcia. As trigonométricas
aparecerao no Capitulo 4 e, no seguinte, as exponencial e logaritmica.

Como foi mencionado no preficio, este livro corresponde a minha experién-
cia, junto ao estudante do ciclo bésico, em pensar com o Célculo. Veremos como
derivar, resolver (algumas) equagoes diferenciais e integrar, mas evitando o uso
exagerado de férmulas e regras praticas.

Com o intuito de ndo nos desviarmos do objetivo, alguns assuntos intro-
dutérios serao apresentados de forma simplificada, como fungoes e limites, que
estao na segao seguinte. O conceito de derivada vem logo a seguir.

1.1 Funcoes e limites

1.1.1 Funcgoes

Sao, simplesmente, a correspondéncia entre um ndimero real e outro (fungoes
de varidveis reais). Veja, por favor, o diagrama abaixo, em que f representa a

funcao,
nimero f outro n°
—
real real

Como exemplos, temos

y=ax+b reta (1.1)
y=ax®+bax+c pardbola (1.2)

sendo a, b e ¢ parametros constantes. E outras fungoes, que correspondem a
figuras geométricas conhecidas,

15



16 CAPITULO 1. DERIVADAS

z?2+y?=R? circulo (1.3)
2 2

T+dr -1 elipse (1.4)
2 2

m2 — Z—Q =1 hipérbole (1.5)

a

Sé trataremos de fungoes continuas ou nos intervalos em que sao continuas.
De forma simples, significa que nao ha variagoes bruscas quando se passa de um
ponto a outro. Por exemplo, a fungdo f(z) = 1/z nao é continua em = =0.

1.1.2 Limites

Comecemos com a funcio (uma reta),

flx)=2zx+1

Seu valor para alguns pontos particulares sao

f(=1)=—-1 etc.

Podemos dizer, também, que o limite de f(z) quando z tende a 1 ¢ 3, quando
tende a 0 é 1 etc. Matematicamente, escrevemos

. flo)=3
lim f(z)=1
z —0
g,-LHEl flx)y=—-1 etc.

Ha alguma diferenga entre as duas notagoes? Para esses casos particulares,
a resposta é ndo. Poderiam ser usadas indistintamente. O conceito de limite
foi apresentado (de forma bem simples) como sendo o valor da fun¢do quando
a varidvel tende certo nimero (coincide com a definigdo rigorosa nos pontos
em que é continua). A notagdo acima torna-se mais apropriada no caso de
a varidvel e (ou) a fungdo tenderem a um simbolo e ndo a um ntmero. Por
exemplo, considerando a mesma fungao inicial, temos

lim f(z) =00

T—00

Seja, agora, o seguinte exemplo,

lim — =

,1,2 0
z—1 x—1 0
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A quantidade 0/0 nao estd associada, de forma absoluta, a nenhum ndmero.
Nao ¢ 1 (ou pode nao ser 1). Sabemos que zero dividido por qualquer nimero
(diferente de zero) ¢ zero, mas qualquer nimero (diferente de zero) divido por
zero d4 infinito. Assim, 0/0 pode ser qualquer nimero entre zero e infinito. E
uma quantidade indeterminada, chamada simbolo de indetermina¢ao. Existem
outros (ja veremos). O valor a que 0/0 estd relacionado vai depender do tipo
de funcao e do ponto considerado. Para o caso acima, temos

i 2?2 -1 - lim (z+1)(x—-1)

z—1 x—1 z—1 x—1

= lim (z+1) =2
z—1

O limite estava escondido devido & presenga do fator = — 1 no numerador e
denominador. O que fizemos foi identificar a origem da indeterminacao e fazer
a simplificagao. S6 enfatizando, ndo quer dizer que 0/0 seja igual a 2. Nao
¢ igual a nada (6 uma quantidade indeterminada). Mostramos que é 2 para
o caso particular da fun¢do quando a varidvel tende a 1. Em outros casos, o
resultado pode ser outro. Vejamos,
z*+8 0

lim =

z—>—-2 x+2 0
Como —2 é raiz de x3 + 8, podemos reescrevé-lo através do fator (x + 2).
Assim, o primeiro termo do outro fator deve ser x2 para gerar o z3; e o
dltimo, 4 para gerar o 8. Vemos que ndo podem gerar termos em x e 2.
Para evitar aqueles com z, este fator deve também conter — 2z, que cancelard
0 que vai ser gerado ao multiplicar « por 4 e ele por 2. A mesma conclusdo

chegarfamos pensando no cancelamento de termos com 2.
Para nao deixar nenhuma duvida, logo no inicio do livro, fagamos a veri-
ficacdo de maneira mais formal, partindo de
23+ 8= (v +2)(x? +ar+4)

em que a é um parametro a ser determinado. Desenvolvamos o lado direito,

2348 = (z+2)(z2 +ax+4)
=23 +ar® + 4z + 222 + 2ax + 8
=23+ (a+2)2?+22+a)z+8
Como vemos, realmente, para a = —2 havera o cancelamento de termos em x

e 22 (que nio aparecem no lado esquerdo).
Assim, completamos a obten¢ao do limite,

. x3+8 . (z+2)(z?-22+4)
lim —— lim ——— =
2= -2 T+2 T —2 T+ 2

= lim (z?—-2z+4) =12

T— —2
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Uma observagao

A maneira como procedemos nao significa que tenha de ser a mesma em todos
os casos. O préprio exemplo anterior admite um tratamento até mais simples,
mudando a varidvel para que a nova tenda a zero. Fagamos, entao, x + 2 = u,

z3+8 . (u—2)3+38
—— = lim —F——
z—>—-2 T+ 2 u—0 u
. u® —6u? 4 12u
= lim ——
u—0 u
— fim 2% o
u—0 U

Da primeira para a segunda linha, foi feito o desenvolvimento de (u — 2)3
usando, por exemplo, que (u —2) = (u — 2)? (u — 2). Na passagem seguinte,
desprezaram-se u® e —6u? perante 12u porque, quando u — 0, os termos
cuibicos e quadréticos tendem a zero mais rapidamente que os lineares.

Naturalmente, em lugar de desprezar 4> e —6u? da segunda para a terceira

linha, poderiamos ter feito a simplificacdo do w,

2348 . (u—-2)3+38
im = lim
z——-2 T +2 u—0 u

o ud —6u412u

= lim ———
u—0 u

= lim (u®—6u+12) = 12
u—0

Outro simbolo de indeterminagao

Vejamos mais um exemplo com outro tipo de indeterminagao,

. 32247 00
lim ——m— = —
z=oo 82 4+5x4+2 o0

Também, co/co pode ser qualquer valor entre zero e infinito. Vamos resolver a
indeterminagao usando procedimento semelhante ao anterior. Quando = — oo,
os termos quadraticos divergem mais rapidamente que os demais. Podemos,
entao, manter apenas os termos quadraticos. Assim,

3x2 47 .3z 3

lim —————— = lim ==
z—o0 822+ 5x+2 s 8x2 8

Os simbolos de indeterminagao

Os que lidamos até agora foram 0/0 ¢ oo/oco. Existem outros, 0 x oo, co — oo,
09, 00° e 1%, que aparecerdo quando estudarmos outras fungdes. A quantida-
de 0°° nao é indeterminagao (qualquer nimero menor que 1 elevado a infinito
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d4 zero, logo 0°° = 0). Acho s6 oportuno fazer um comentério sobre o simbolo
de indeterminacao 1°°. Nao hé indeterminacao para o caso de

lim 17 =1
T—00

Entretanto, poderia ser qualquer valor se tivéssemos,

lim g(z)*=1%

T—00

Antes de passar para a se¢ao seguinte, sugiro ao estudante fazer o exercicio 1.

1.2 Conceito de derivada

Seja f(z) uma fungao continua. Tomemos f(z) num ponto deslocado de Az.
A variacdo Af entre x e x+ Az é

Af = f(x+ Az) — f(x) (1.6)

A derivada de f(z) no ponto z, que é denotada por f'(z) ou df /dx, é definida
pelo limite de Af/Axz quando Az tende a zero,

Py Yy S A - )

= 1.7

dz Az—0 Ax ( )
Na segunda notacao, df e dr podem ser vistos como variagoes infinitesimais.
Nota-se que a defini¢ao de derivada leva & indeterminagao 0/0. Veremos como
resolvé-la para cada tipo de fungao que formos estudando. Neste capitulo, fica-

remos restritos a fungao de poténcia.

Logo no inicio da Fisica Bésica, o conceito de derivada aparece nas defi-
nigoes de velocidade e aceleragdo. Veremos um pouco mais de detalhes no final
do capitulo. Seu uso no tratamento de alguns principios fisicos serd apresentado
no Capitulo 2. Falemos, agora, do seu significado geométrico.

1.2.1 Significado geométrico

Veja, por favor, a Figura 1.1. A razao Af/Az ¢ a tangente do angulo formado
pelo segmento de reta PQ com o eixo z (dngulo ). Chamemos esta tangente,
simplesmente, de inclinagao da reta que passa por PQ.

Quando fazemos Az — 0, o ponto () aproxima-se de P e, consequente-
mente, a reta que passa por P(Q tende a tangente a curva em P, como aparece
ilustrado na Figura 1.2 (o angulo § tende ao dngulo «). Assim, geometrica-
mente, a derivada no ponto P corresponde & inclina¢do da curva neste ponto.
Ea tangente do angulo que a reta tangente faz com o eixo x.

A
lim Af = tana (1.8)
Az—0 Az
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f(X+AX) +

f()+

T
X X+AX

Figura 1.1: Grafico de certa fungao f(x) versus x

Figura 1.2: Significado geométrico da derivada



