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PREFACIO

Quando ensinamos um componente de Algebra Abstrata, em qualquer
nivel, basico ou avangado, somos frequentemente indagados sobre possiveis
aplicagbes dos assuntos abordados em problemas reais, do cotidiano. Nao
muito tempo atrds, nos, professores, limitariamos a destacar aplica(;(")es a
outros ramos da Matematica. Isto, de fato, confrontava-se com o que
se observa na Algebra Linear, com suas aplicagdes em outras &areas, além
daquelas consideradas na propria Matematica, é claro. No entanto, nos dias
atuais, com o avango da tecnologia e das ciéncias, elementos de estruturas
algébricas tém se mostrado extremamente importantes para o conhecimento
cientifico. Isto se torna evidente por suas aplicacdes em areas importantes,
tais como em Ciéncia da Computagdo, Fisica e Teoria dos Codigos, por
exemplo. Neste contexto, destaca-se a relacdo de resultados que une a Algebra
e a Teoria dos Numeros. Tal relacio desempenha um papel cada vez mais
importante na computagdo e nas comunicagdes, conforme evidenciado pelas
aplicagoes desses resultados na Criptografia e na Teoria da Codificagdo. Em
particular, na Teoria dos Cddigos Cléssicos, alguns resultados sobre grupos
e anéis tém sido aplicados na construcdo de cddigos corretores de erros
no plano Euclidiano, como podemos constatar nas referéncias [26], [27] e
[35]. Também, mais recentemente, na computa¢do quéntica, ha o processo
de construcdo de determinados grupos (discretos) a partir de poligonos
hiperbodlicos regulares. Neste caso, elementos geométricos (hiperbolicos) e
algébricos (grupos) se completam de forma a construir cédigos quanticos
topoldgicos, como podemos comprovar em [1] e [28].
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Depois que o livro Algebra Abstrata para Licenciatura, uma obra de nossa
autoria, foi lancado em 2013 (j4 em sua segunda edigdo, 2015), sentimos a
necessidade de escrever um texto que contemplasse temas mais substanciais
em estruturas algébricas que, em geral, ndo sdo estudados em cursos de
Licenciatura em Matemética. Tal necessidade deu-se por meio de intimeras
sugestoes que recebemos de leitores: alunos e professores. Obviamente,
os temas sugeridos, por motivos justiﬁcéveis, niao devem, a nosso ver, ser
abordados em textos destinados ao estudo inicial de grupos e anéis, como, por
exemplo, topicos sobre grupos solaveis e Teoria de Galois. Por esta razdo, este
livro se resulta de acréscimo de alguns temas importantes a obra supracitada.
Mesmo que ndo haja um consenso sobre quais assuntos devem compor um
texto de Algebra com tdpicos, digamos assim, mais avancados, contemplamos
aqueles que julgamos indispenséveis para uma formacdo sélida matemaética.
Também incluimos tépicos basicos e especificos da Algebra Linear, o ambiente
natural de estudo de espacos vetoriais.

Objetivos do livro

A Matematica é cercada de rigor e formalismo peculiares que lhe dao
uma beleza a parte. Particularmente, em Algebra Abstrata, manipulacio de
teoremas, simbolos e expressoes sdo coisas que ocorrem frequentemente e, as
vezes, o nivel de abstracdo de um determinado contetido é um obsticulo ao
aprendizado, principalmente aqueles estudantes que tém mais afinidade com
disciplinas de Calculo. Ciente disto, cercamo-nos de alguns cuidados a fim de
que o livro atinja seus objetivos, cuidados esses que, sob nossa 6tica, devem
nortear um texto que tenha um carater didatico, ou ao menos se proponha a
té-lo. Acreditamos que isso possa fazer com que cada leitor tenha uma leitura
agradavel e que se sinta confortavel com o formalismo matematico.

Ao escrevermos este livro, tivemos a inteng¢do de apresentar um texto
basico que abordasse os principais topicos de Algebra Abstrata, apresentados
de forma mais didatica e acessivel que conseguissemos, tanto para alunos de
Matemdtica (licenciatura e/ou bacharelado) quanto para alunos de Ciéncia da
Computagdo e Engenharia Elétrica que, de alguma forma, tenham interesse
em estudar topicos comuns de suas respectivas areas. Isto implica estruturar
o liviro com assuntos elementares das Teorias de Grupos e Anéis, os que
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sdo destacados logo em seus capitulos iniciais. Desta maneira, o livro
servira como texto base aos alunos que irdo estudar Algebra Abstrata pela
primeira vez, aqueles que estdo em fase inicial e, de certa forma, para os
pos-graduandos. Essencialmente, o livro objetiva estudar tépicos basicos com
foco na Licenciatura e Bacharelado em Matematica, dando suporte também
aos alunos do Mestrado.

Os pré-requisitos necessérios para a leitura do livro sdo basicamente
alguns topicos sobre algebra matricial e sistemas lineares, usados amplamente
na Algebra Linear. Decidimos nao colocar nenhuma secio a respeito.
Daremos aqui dois motivos para isto. Primeiramente, o livro ndo é especifico
em Algebra Linear, mesmo que aborde uma parte consideravel dos assuntos
tratados nela. O segundo é que, geralmente, um componente curricular de
Algebra Linear tem como pré-requisito outro componente que versa sobre
algebra matricial juntamente com sistemas lineares. Isto poderia também ser
aplicado aos conceitos de func¢do e conjunto. No entanto, consideramos um
capitulo introdutério com estes conceitos, pois, o que nele se estuda vai além
de simples contas e definicdes. Resumidamente, o leitor terd mais proveito
se tiver maturidade matemaética de um estudante de segundo ano de curso.
Melhor ainda, se ele ja tiver feito um curso de introdugdo em Teoria dos
Niameros.

A Algebra Linear aborda assuntos ideais para o estudante aprender como
desenvolver um topico com precisdo, com o rigor exigido pela Matematica.
Em muitas situacoes, é o primeiro contato do aluno com deﬁni(;c")es, teoremas
e provas, formalmente apresentados. Isto, de fato, era feito nos Cursos de
Célculo Diferencial. No entanto, parece que essas questdes escaparam desses
cursos. Por outro lado, um curso basico em Teoria dos Nimeros, componente
obrigatério na grade curricular da maioria dos cursos de Matematica, auxilia
significativamente o leitor a assimilar os resultados necessérios de aritmética
(incluindo a modular). Eles sdo essenciais para o estudo de grupos finitos.

Outra coisa importante refere-se as defini¢coes e resultados. Em geral,
ap6s cada um deles, h4 uma quantidade consideravel de exemplos. Existem
mais de 650 deles ao longo de todo o livro (incluindo os trés volumes). O
objetivo disso é fazer com que o leitor possa assimilar as ideias dadas em
cada defini¢do e resultado. Eles sdo dispostos seguindo um determinado
grau de dificuldade, e sdo solucionados com detalhes suficientes a fim de
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auxiliar o leitor na resolugdo dos exercicios propostos. Isto também é verdade
para as demonstragdes dos teoremas, lemas e proposi¢bes. Acreditamos que
essas questdes sdo indispensaveis para que o livro seja ttil ao fim que lhe é
designado.

O contetido do livro

Visto que o livro contém mais de 1600 paginas, preferimos dividi-lo em trés
volumes. O Volume I é dividido em trés partes, e é composto de nove
capitulos. Por isso, ele abrange a parte preliminar, composta pelos dois
primeiros capitulos, e toda a parte dedicada a Teoria dos Grupos. O Volume II
vai do Capitulo 10 ao Capitulo 17 e contempla a parte da Teoria dos Anéis,
Teoria dos Mddulos e Espacos Vetoriais. Por fim, o Volume III inicia com o
Capitulo 18, indo até o Capitulo 20 e contém a parte mais avancada da Teoria
dos Corpos. Vejamos a seguir uma descri¢do de cada um dos capitulos.

O Capitulo 1 traz uma revisdo dos conceitos e resultados basicos de
conjunto, relacdo e fungdo. Ja o Capitulo 2 apresenta os resultados
principais sobre os nameros inteiros e os ntmeros complexos. A secdo
dedicada ao conjunto dos ntimeros inteiros descreve resultados relevantes que
frequentemente sdo usados em outros capitulos. Destacam-se, especialmente,
o Principio da Boa Ordenacdo, o Principio de Inducdo Finita, o conceito
de divisibilidade (incluindo 0 méximo divisor comum) e, como ndo poderia
deixar de ser, o Algoritmo da Divisdo e resultados basicos sobre ntimeros
primos. O leitor que porventura venha a estudar outros capitulos se
convencera da importincia de tais conceitos. Quanto ao conjunto dos
nameros complexos, abordamos resultados que, em geral, sdo vistos em um
curso bésico. Especialmente, consideramos o conjunto das raizes n-ésimas da
unidade. Estes dois capitulos compdem a Parte 1.

No Capitulo 3, iniciamos o estudo sobre estruturas algébricas,
considerando, inicialmente, o conceito de grupo. Antes deste, ha uma se¢do
que aborda o que de fato é necessario ao desenvolvimento do capitulo.
Referimo-nos ao conceito de operagdo binéria, apresentado juntamente
com algumas nota¢des que sdo frequentemente usadas para representé-las.
Também, destacamos as principais propriedades relacionadas as operacoes,
tais como associatividade, distributividade, existéncia de elemento neutro e
elementos invertiveis. Apds isso, o conceito de grupo segue naturalmente.
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Dedicamos o Capitulo 4 ao estudo de subgrupos. Seria até possivel unir
os resultados deste capitulo aos do anterior. No entanto, por uma questdo de
ordem didatica (considerando a quantidade de resultados em um s6 capitulo),
decidimos trata-los em capitulos distintos. Ele se inicia com os resultados
bésicos e indo até grupos quocientes.

No Capitulo 5, tratamos dos conceitos relativos a homomorfismo de
grupos. Os resultados principais sobre o assunto, especificamente, aqueles
sobre o Teorema Fundamental dos Homomorfismos, foram trabalhados de
forma detalhada a fim de que o leitor obtenha familiaridade com o processo
de construc¢do do epimorfismo inicial. Apos isso, apresentamos quatro secoes
que abordam grupos simples, produtos direto e externo de grupos, grupo de
automorfismos de um grupo e produto semidireto de dois grupos, esta Gltima
bastante sucinta.

O Capitulo 6 apresenta os grupos alternados (ou grupo das permutagdes
pares). E um capitulo que aborda temas importantes da Teoria dos Grupos,
imprescindivel no estudo sobre solubilidade de equagdes algébricas por
radicais, por exemplo. Ele também é uma forma de aprofundar o estudo
sobre grupos de permutacoes. Isto finaliza a Parte II.

No Capitulo 7, apresentamos resultados basicos sobre grupos abelianos,
sendo o Teorema Fundamental dos Grupos Abelianos Finitamente Gerados
o principal deles. Ja no Capitulo 8, consideramos os Teoremas de Sylow,
resultados essenciais no estudo dos grupos finitos. Por fim, dedicamos o
Capitulo 9 ao estudo dos tdpicos interessantes relativos a grupos soltveis e
grupos nilpotentes. Com estes trés dltimos capitulos, encerramos a Parte III
e, por conseguinte, o Volume L

No Capitulo 10, o primeiro do Volume II, iniciamos o estudo basico sobre
anéis. Seu desenvolvimento é bastante similar aos dos Capitulos 3, 4 ¢ 5. A
partir do conceito de anel, hd uma sequéncia natural de outros relacionados,
tais como subanel, dominio, corpo, homomorfismo de anéis, ideal e anel
quociente.

No Capitulo 11, estudamos anéis de polindmios, como uma continuagdo
do Capitulo 10. A importancia deste tema e os detalhes apresentados
justificam o fato de ele ter sido destacado em um capitulo a parte.
Apresentamos resultados cléssicos sobre raizes, fatores de polindmios e
polindmios irredutiveis sobre corpos. Ao estuda-lo, o leitor ira perceber
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que certos resultados relacionados a polindmios irredutiveis sdo similares a
alguns sobre os ntimeros primos: existéncia de méaximo divisor comum de
polinémios, Identidade de Bachet-Bézout e fatoragdo de um dado polinémio
como produto de polindmios irredutiveis levardo o leitor a recordar o
Capitulo 2. Estes dois capitulos constituem a Parte IV.

No Capitulo 12, o Gnico da Parte V, ha resultados mais substanciais da
Teoria dos Anéis, no qual consideramos trés importantes tipos de dominios:
dominio de ideais principais (DIP), dominio de fatoragdo dnica (DFU) e
dominio Euclidiano (DE). Iniciamos com dominios de ideais principais com
resultados similares a alguns obtidos sobre o conjunto dos ntimeros inteiros
(um exemplo importante deles). Nesta parte, destaca-se, especialmente, o}
tratamento dado aos dominios quadraticos, dotados da fun¢dao norma. Em
seguida, sdo considerados os dominios de fatoragdo tnica, comegando com
um breve histérico destacando a importancia desses dominios, ndo apenas
para a Algebra em si, mas também para a Teoria dos Ntmeros. Seu
desenvolvimento se da objetivando mostrar que todo DIP é um DFU, e que
a propriedade de fatoracdo tinica em um dominio pode ser estendida para
anéis de polindémios. O estudo dele se completa com dominios Euclidianos.

A Parte VI contém cinco capitulos. No Capitulo 13, iniciamos o estudo
sobre A-moédulos. E um ensaio introdutério, mas que aborda temas
importantes para uma analise mais avangada. Tomando por base resultados
deste capitulo, dedicamos o Capitulo 14 ao estudo de espacgos vetoriais e
o Capitulo 15, que aborda temas sobre autovetores e autovalores, é uma
continuidade do Capitulo 14; assim como é o Capitulo 16, no qual estudamos
as principais formas canénicas de operadores lineares. Por fim, no Capitulo 17,
retornamos ao estudo sobre modulos, considerando-os sobre dominios de
ideais principais. Isto finaliza o Volume IL

O Volume III é composto apenas pela Parte VII, que contém os trés tltimos
Capitulos. No Capitulo 18, tratamos de conceitos mais avangados da Teoria
dos Corpos. Abordamos resultados sobre extensdes de corpos e finalizamos
com aplicacbes de alguns desses resultados a problemas geométricos
importantes. O Capitulo 19 da continuidade ao anterior. Nele, estudamos,
resumidamente, anéis de inteiros algébricos, destacando, especialmente, os
anéis de inteiros de corpos quadréticos e corpos ciclotomicos. Finalmente, no
Capitulo 20, consideramos os elementos bésicos da Teoria de Galois.
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Cabe ainda uma palavra adicional sobre a citacdo de cada resultado ao
longo dos trés volumes. A fim de que o leitor possa localizar com mais
agilidade os resultados citados por referéncia cruzada, decidimos incluir
também a péagina na qual o resultado estd localizado, a menos que ele se
encontre no mesmo capitulo no qual foi referenciado. Por exemplo, ao
mencionar, no Capitulo 5, o Exemplo 4.12, escrevemos: pelo Exemplo 4.12
(pag. 203). Por outro lado, ao citar este mesmo exemplo no Capitulo 4,
escrevemos: pelo Exemplo 4.12.

Os exercicios propostos e solugoes

Queremos aqui dizer algo sobre os exercicios propostos. Existem mais de
1300 ao longo dos trés volumes. Como de costume, a maioria deles tem a
finalidade de fixar a aprendizagem, enquanto uma pequena parte surge como
uma forma de acrescentar algo a teoria apresentada no texto.

Quando se estuda por um determinado livro — e este ndo é excegio —,
o leitor é praticamente levado a seguir o caminho estabelecido pelo autor.
As divisdes dos capitulos, as ordens com que as se¢des foram dispostas, a
demonstra¢do ou ndo de um dado teorema, sdo a forma de guiar o leitor
ao longo do livro. No entanto, isso ndo ocorre com as se¢des dos exercicios
propostos. Uma de suas caracteristicas é fazer com que o estudante possa
caminhar com relativa independéncia.

Os exercicios sdo, essencialmente, apresentados em trés niveis: facil,
médio e dificil. A variedade deles tem como objetivo preponderante fazer
o leitor assimilar, gradativamente, os resultados abordados. Ao iniciar a
resolugdo dos problemas propostos, o leitor terd condi¢oes de perceber até
que ponto estd sabendo usar os conceitos e teoremas.

A distribuigdo dos exercicios relacionados a cada tépico foi feita buscando
disp6-los em uma ordem crescente com respeito ao nivel de dificuldade.
Ha de certa forma uma coeréncia entre eles e os exemplos que foram
trabalhados ao longo do texto, no sentido de que, no texto, o nivel aumenta
gradativamente, exigindo do leitor um pouco mais de atencdo a medida
que ele avanga na leitura. Pela boa didética, é natural que se inicie uma
sequéncia de exemplos simplificados de modo a motivar propostas mais
complexas. Entendemos que um exercicio de facil solugdo seja uma boa
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forma de estimular o leitor a prosseguir. Foi nessa linha de raciocinio que
elaboramos e dispomos os exercicios. Alguns contém mais de seis itens, o
que pode tornar algo repetitivo e enfadonho, todavia, resolver todos ou néo
¢ uma decisdo que s cabe ao estudante. Se ele ja se sente seguro sobre os
conceitos exigidos em um dado exercicio, entdo, ndo vemos motivos para que
todos os itens sejam resolvidos.

Os exercicios marcados com asterisco () sdo 0s que exigirdo um pouco
mais de empenho do aluno, forgando-o a obter mais familiaridade no trato
dos conceitos relacionados. O fato é que alguns poderiam até ser destacados
com dois asteriscos, (x*). Contudo, acreditamos que alguns leitores achardo
que determinados problemas sem a estrelinha deveriam ser destacados com
ela e vice-versa. Em linhas gerais, hd exercicios desafiadores (em pouca
quantidade) e sabemos que eles podem levar o leitor a certo péanico, mas,
francamente, eles ndo tém esse objetivo. Pelo contrario, ao seleciona-los,
pensamos naqueles leitores que desejam gastar um pouco mais de energia.

Muitas vezes nos dedicamos exaustivamente na solu¢do de um problema
considerado dificil. Mesmo assim podemos nio resolvé-lo. E claro que isso
pode trazer desdnimo, mas quando se dedica um tempo extra na solugdo de
um exercicio dessa natureza, mesmo que ndo se tenha “sucesso”, é inegavel
que algo da teoria envolvida é assimilada, e isso sera atil em ocasido oportuna.
Desse modo, o leitor ndo deve se sentir desencorajado a encarar 0s exercicios
marcados com a famosa estrelinha. Apos analisar o grau de dificuldade de
todos, estamos convictos de que a maioria pode ser resolvida pelo estudante
que é habituado a estudar algo a mais, que ndo se acostumou a estudar
apenas para fazer provas e garantir aprovacao.

No final de cada volume estdo as solucdes e/ou respostas dos exercicios
impares. Entretanto, cabe-nos chamar a atencdo daquele que muito se apressa
em conferir respostas. E aconselhavel que uma consulta a essa parte seja
considerada como tltimo recurso e que seja feita apds algumas tentativas de
solu¢do. Ndo é conveniente que o estudante, ao menor sinal de dificuldade,
recorra automaticamente as solugdes dadas. Isso pode trazer prejuizo ao seu
aprendizado, podendo conduzi-lo a mero espectador.
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Uma palavra aos estudantes

A partir da nossa experiéncia como estudante e, principalmente, agora como
professor, queremos chamar a atencdo de todo aquele que porventura venha a
consultar este livro. As secdes dos exercicios propostos de um livro-texto sdo a
parte que desperta muito interesse nos alunos, sendo um atrativo a parte; elas
sdo um ambiente adequado de autoavaliacdo. E perfeitamente compreensivel
que os mais ousados busquem o mais rapido possivel solucionar os exercicios.

Por mais delineados que sejam ministrados os contetdos, é quase que
impossivel para um professor apresentar todos os detalhes de um dado tépico
em sala de aula. Ndo que isso seja, necessariamente, negativo, pelo contrario,
isso pode ser uma excelente forma de o professor conduzir o aluno a leitura
dos livros-texto. Apos cada aula sobre um determinado contetdo, é razoéavel
que o estudante estabeleca o hébito de se fazer um estudo do que foi visto,
analisando com bastante atencdo os exemplos trabalhados, uma vez que, em
geral, eles sdo uma fonte de informacbes que podem auxiliar nas resolugdes
dos problemas e ajudar a fixar, se ndo todas, mas as principais ideias. Em
seguida, ele deve procurar resolver os exercicios propostos, comegando com
os mais faceis, e quem sabe, indo até aos mais dificeis. Na medida do
possivel, é apropriado estabelecer um procedimento de estudo, tornando-o o
mais agradavel e interessante possivel. Isso pode ser ftil e decisivo em seu
aprendizado.

Leia cada sec¢do do texto pausadamente, reescrevendo sempre que houver
necessidade cada definicdo e resultado. Pode ocorrer que vocé tenha que
ler uma parte do texto mais de uma vez, revendo os exemplos, teoremas,
demonstracgoes, etc. Se houver necessidade disso, faca com dedicacao.
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