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PREFACIO

Este texto surgiu de um estudo que fizemos para o programa de pos-
graduacdo em matematica da Universidade Federal do ABC, e cujo
objetivo principal é apresentar a prova dada por André Weil da Hipotese
de Riemann para Corpos Finitos.

Contamos, na Introducdo, a rica historia e as polémicas que
envolvem essa demonstragdo. Buscamos apresentar nos Capitulos 1,
2 e 3 os pré-requisitos necessérios ao seu entendimento. No Capitulo 4,
talvez o principal do texto, apresentamos um estudo detalhado da
fungao zeta sobre corpos finitos (incluindo a hipétese de Riemann neste
contexto) e a demonstragdo de Weil. Finalizamos com um capitulo
onde apresentamos um estudo sobre Codigos Corretores de Erros com
enfoque principal aos codigos de Goppa, que se da como aplicagdo do
limitante de Hasse-Weil, que é uma versdo da hipotese de Riemann
para corpos finitos.

Este estudo foi feito sob orientacdo de nosso mestre e amigo, o
Prof. César Polcino Milies, a quem agradecemos muito ndo s6 pelo rica
matemética que aprendemos dele, mas também por ensinamentos de
vida sem iguais que poderiamos ter aprendido com poucos.

Por fim, também gostariamos de agradecer aos amigos Raul Antonio
Ferraz e André Luiz Pereira, matematicos de primeira grandeza, que
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mui gentilmente ofereceram sugestdes deveras valiosas que em muito
enriqueceram o contetido do texto.

Thiago Augusto S. Dourado
Sdo Paulo, Setembro de 2021
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INTRODUCAO

0.1 FunciAo ZetA: DE EULER E RIEMANN

A funcdo zeta foi introduzida por Leonhard Euler, em 1740, com o
intuito de resolver um importante problema da época, a saber, o
Problema da Basiléia. Em [18] ele escreve:

Eu falo aqui sobre as séries de fragdes cujos numeradores sdo 1 e,
de fato, cujos denominadores sdo os quadrados, ou os cubos, ou outras
poténcias, dos nimeros naturais; deste tipo sdo 1+ % + % + % + % +etc.,
igualmente 1 + gt 3 + g5 tetce analogamente para poténcias

superiores, cujos termos gerais estdo contidas na forma mln

Posteriormente, num trabalho publicado em novembro de 1859 [60)],
Bernhard Riemann a estendeu aos nimeros complexos. Nesse trabalho
ele escreve:

Nesta investigacdo, meu ponto de partida é a observagdo de Euler,

1 1
Hl_L: E’

de que o produto
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onde p percorre os nimeros primos e n todos os nimeros naturais. A
func¢do de variavel complexa s, que estas expressdes definem, quando

ambos sdo convergentes, designarei por ¢ (s).

Em seguida, Riemann explica que esta funcdo s estd definida quando
Res > 1 e faz uma extensdo analitica de (:

Ambas convergem somente quando a parte real de s é maior que 1;
entretanto, é fécil encontrar uma expressdo da fungdo que é valida

sempre. Aplicando a equagdo

e II(s—1
/ e—nwxs—ldx _ (S )
0

nS
se encontra em primeiro lugar

57 ldx
et —1°

H(s—1><<s>=/0°°

Consideramos agora a integral

/ (—2)* da
e* —1
estendida de +o00 a +0o ao longo da fronteira, percorrida no sentido

positivo de um dominio que contém ao 0 mas a nenhuma outra

descontinuidade da fungdo integrando, vemos sem dificuldade que é

igual a
© .5—1
(e—ﬂ'si _ eﬂ'si) £ dCE7
0 e’ — 1

sempre que na funcdo multi-avaliada (—z)*~" = e(s=1)108(~2) fixemos
o valor do logaritmo de —z de forma que seja real para o valor real
negativo. Assim,

0 (o s—1 "
—2sen7rsH(s—1)C(s):i/ () de

x )
. et —1

2
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se definimos a integral como antes.

Esta equacdo dd o valor da fungdo ((s) para todo ntmero
complexo s e prova que estd bem definida e é finita para todos os
valores de s, distintos de 1, e que se anulam quando s é um inteiro

negativo par.

Posteriormente, ele apresenta o que ficou conhecido como a Hipotese
de Riemann:

Tomemos agora s = % +tie

I(3) (s—1a5¢(s) =€ (1),

de forma que

§(t) = % - <t2 + i) A.mw(x)x_% cos (%tlogm) dx

ou ainda

oo d [z
) = 4/1 Wﬂfﬁ cos (%tlogw) dx.

Esta funcdo é finita para todos os valores finitos de ¢ e é desenvolvivel
em uma série de poténcias em ¢?> que converge muito rapidamente.
Posto que para um valor de s cuja parte real seja maior que 1,
log¢(s) = —> log(1 —p~*°) é finito é o mesmo é valido para o
logaritmo dos fatores restantes de £ (¢), a fungdo £ (¢) pode anular-se
somente quando a parte imaginiria de t esteja entre %z e —%i. (0]
namero de raizes de £ (t) = 0, cuja parte real estd compreendida entre
0 e T é ao redor de
T T T

:—1 _—
21 Og27r 2’

pois a integral [ dlog¢ (¢) calculada no sentido positivo ao redor do
dominio dos valores de t cuja parte imaginaria estd entre %z e —%i

e cuja parte real estd compreendida entre 0 e T é (salvo uma fragdo



INTRODUGCAO

da ordem de %) igual a (T log % — T) i e, por outro lado, é igual ao
namero de raizes de £ (¢) = 0 no dito dominio, multiplicado por 27i.
De fato, encontramo-nos ao redor deste nimero de raizes reais entre
estes limites, e é bastante provavel que todas as raizes sejam reais. Sem
davida seria desejavel possuir uma prova rigorosa disto, mas deixei de
lado a investigacdo de tal prova depois de algumas tentativas infrutiferas

j4 que ndo é necessario para o objetivo imediato de meu estudo.

A afirmacdo que todos os zeros da fungdo & (¢) sdo reais é a hipotese
de Riemann.

A fung¢do ((s) tem =zeros nos nameros pares negativos
—2,—4,—06, ... e eles sdo referidos como os zeros triviais. Os outros
zeros sdo os nimeros complexos 3 + i onde a é um zero de £ (1)
Assim, em termos da funcéo ( (s), podemos afirmar:

HipoTESE DE RIEMANN (VERSAO crLAssicA). Todos os zeros ndo triviais de
. 1
¢ (s) tem a parte real igual a 5.

0.2 Uwm PoUCO DE HISTORIA
Vamos nos ater um pouco mais a tudo o que foi dito até agora.

A funcdo zeta ((s) é uma fun¢do de uma varidvel complexa
s = o + it, que pode ser expressa da seguinte forma

1 o0 xs—l
C(S>:F(S)/O e"”—ldx

onde

é a funcdo gamma.
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Para o caso especial em que a parte real de s é maior do que 1,
( (s) sempre converge e mostra-se que pode ser expressa na forma:

Cls)=) n"

A funcdo zeta de Riemann é definida como um prolongamento analitico
da funcdo definida para o > 1 pela série acima, isto é, uma fungéo
que no dominio indicado tem a forma dada, mas que no dominio em
si a parte real de s se estende além do intervalo (1, c0).

A funcdo ( verifica o produto de Euler, isto é, se o > 1 entdo

c)=TI 1=

1—ps
p primo p

Com efeito, cada fator (para um dado primo p) no produto acima pode
ser expandido para uma série geométrica consistindo dos reciprocos de
p elevado a mdltiplos de s:

Como o > 1, temos que |p~®| < 1 e a série converge absolutamente.
Assim, podemos tomar um namero finito de fatores, multiplica-los e
reorganizar os termos. Tomando todos os primos p menores que certo
ntmero primo ¢, temos

o ms)

p<gq

=1
<ZE'

n=q+1

Pelo Teorema Fundamental da Aritmética, o produto parcial, quando
expandido, d4 uma soma que consiste dos termos 1%, onde n é o

5
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produto dos primos menores ou iguais a q. A desigualdade resulta no
fato de que apenas inteiros maiores que ¢ podem falhar nesse produto
parcial expandido. Como a diferenga entre o produto parcial e ( (s) vai
para zero quando o > 1, temos convergéncia nesta regiao.

A funcdo zeta satisfaz também a seguinte equagdo funcional:

¢ (s) = 2°7° L sen (%3) T(1—s)C(1—s).

Esta é uma igualdade de fun¢des meromorfas valida em todo o plano
complexo. A equacdo relaciona valores da funcdo zeta de Riemann
nos pontos s e 1 — s, em particular relacionando inteiros positivos
com inteiros negativos impares. Devido aos zeros da funcgdo seno, a
equagdo funcional implica que ( (s) tem um zero simples em cada
inteiro negativo par s = —2n, conhecido como os zeros triviais de
¢ (s). Quando s é um inteiro positivo, o produto sen (%) I'(1 — s) a
direita é diferente de zero porque I' (1 — s) tem um polo simples, que
cancela o zero simples do fator senoidal.

A motivac¢do de Riemann para estudar a funcdo zeta e seus zeros
foi sua ocorréncia em sua férmula explicita para o nimero de primos
7 (x) menor ou igual a um dado ntmero z, publicada no artigo
supramencionado. Para isso ele utiliza a fungao

H(x):W(I)+%W<$%)+%W<x%>+iﬂ'<$i)+éﬂ'<xé)+“'.

Usando a fungdo de Mobius, definida para n = 1 ou n = Hle p?j
(fatoragdo em poténcias de primos) dada por

1 sen =1,
p(n) = (_1)k se a; = 1 para todo 7,

0 se a; = 1 para algum j,

6
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e a formula da inversio de Mobius, a saber, se g e f sdo funcgoes
aritméticas satisfazendo

g(n)=> 1
dln

entao

fm) =Yg (%),
dln

o nimero de primos pode ser recuperado pelo seguinte:

A férmula de Riemann é entdo

Ho(x):Li(x)—ZLi(xp)_log2+/oot( dt

t2—1)logt’

onde a soma é sobre os zeros ndo triviais da funcdo zeta e onde II; é
uma versdo ligeiramente modificada de II que substitui seu valor em
seus pontos de descontinuidade pela média de seus limites superior e
inferior:
. M(z—e)+1I(z+¢)
Iy () = lim ;
e—0 2

a fungdo Li que ocorre no primeiro termo é a fungédo logaritmo integral
dada por
Todt

Li = —.
() o logt
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A soma na formula de Riemann nédo é absolutamente convergente, mas
pode ser avaliada tomando os zeros p na ordem do valor absoluto de
sua parte imagindria. Os termos Li (z) envolvendo os zeros da fungdo
zeta precisam de algum cuidado em sua definicdo, pois Li possui
pontos de ramificacdo em 0 e 1, e sdo definidos (para x > 1) por
prolongamento analitico na variavel complexa p na regido Re (p) > 0,
ou seja, eles devem ser considerados como a exponencial integral de
plogz, isto é,

o0 e—t

Ei(plogz) = —/ —dt.
—plogx 13

Os outros termos também correspondem a zeros: o termo dominante
Li (z) vem do polo s = 1, considerado como um zero de multiplicidade
—1, e os pequenos termos restantes advém dos zeros triviais. Essa
formula diz que os zeros da funcdo zeta de Riemann controlam as
oscilagdes de primos em torno de suas posicoes “esperadas”’. Riemann
sabia que os zeros ndo triviais da fungdo zeta eram distribuidos
simetricamente sobre a linha s = % + it, e sabia também que todos
0s seus zeros ndo triviais devem estar no intervalo 0 < Res < 1. Ele
verificou que alguns dos zeros estavam na linha critica com a parte
real igual a % e sugeriu que todos eles estivessem; esta é a hipétese de
Riemann.

Hardy [29] e depois junto com Littlewood [30] mostraram que
existem infinitos zeros na linha critica, considerando momentos de
certas fungdes relacionadas a funcgdo zeta. Selberg [64] provou que pelo
menos uma (pequena) por¢do positiva de zeros estd na linha. Levinson
[46] melhorou isso para um tergo dos zeros relacionando os zeros da
funcdo zeta com os da sua derivada, e Conrey [13] melhorou isso ainda
mais para dois quintos.

A maioria dos zeros fica perto da linha critica. Mais precisamente,
Bohr e Landau [8] mostraram que, para qualquer e positivo, todos,
menos uma por¢do infinitamente pequena de zeros, estio dentro de
uma distancia ¢ da linha critica. Ivi¢ [41] fornece véarias versdes mais
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precisas desse resultado, chamadas estimativas de densidade zero,
que limitam o nimero de zeros em regides com parte imaginéria no
maximo 7" e parte real no minimo % + €.

0.3 Formas DE REPRESENTAR A FUNCAO ZETA

0.3.1 Séries de Dirichlet

A série
o0

c<s>=8i12<<nfl>s_n;§s)

n=1

converge para Re (s) > 0, enquanto que

1 &n(n+l) 2n+3+s 2n—1-—s
C(S>_S—1Z 2 <(n+1)8+2 ns+2 )

n=1

converge para todo Re (s) > —1.
0.3.2 Fungoes Theta

275D (f) C(s) = /Ooo 0 (it) — 1) 3Lt
em que

oo
9(7_) _ Z e7rin27'
n=-—o0o
é a funcdo theta de Jacobi. No entanto, essa integral s6 converge se a

parte real de s for maior que 1, mas pode ser regularizada. Isto da a

9
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seguinte expressdo para a funcdo zeta, que é bem definida para todos
os s, exceto 0 e 1:

73T (%) C(s) = - i T é - % /01 (9 (it) — t—%) t2 1t
+ = /OO (0 (it) — 1) t2"tdt.
1

0.3.3 Séries de Laurent

oo

C(s) = ! +Z%(s—1)n.

s—1

A constante 7, chamadas constantes de Stieltjes, podem ser definidas
pelo limite

. " (logk)"\ (logm)""
Tn = nil—rgo [(Z k  n41

k=1

0.3.4 Integral

Para s # 1, tem-se

1 1 /°° sen (s arctant)
0o (

(s) s—1 2 14 12)2 (27 — 1)

Esta expressdo é bastante usada para o calculo numérico da fungéo
zeta.

10



