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Prefacio

Este livro tem como objetivo atender a estudantes de um curso de Probabilidade e Estatistica
em nivel intermedidrio interessados na teoria assintética de variaveis aleatérias e suas aplicagoes.
Atende também a estudantes de Ciéncias Exatas. Em geral, na literatura existente, o assunto
é tratado em um unico tépico onde sao colocados os conceitos de convergéncia e resultados
limites usuais como as Leis dos Grandes Nimeros e o Teorema do Limite Central. Neste livro
abordamos os varios modos de convergéncias estendendo os resultados limites de forma ampla
em que as varidveis aleatdrias nao sao independentes e identicamente distribuidas, provendo
resultados alternativos. Tépicos adicionais como a Teoria Assintética para Quantis Amostrais
e Teoria dos Valores Extremos sao desenvolvidos.

O livro é dividido em cinco capitulos. Nos dois primeiros capitulos apresentamos os conceitos
de convergeéncia de sequéncias de variaveis aleatérias e suas propriedades, varias versoes da Lei
Fraca e da Lei Forte dos Grandes Nimeros e o Teorema do Limite Central. No terceiro capitulo
demonstramos o Teorema do Limite Central nas versoes de Lindeberg e Liapunov. No capitulo
quatro estudamos a teoria assintética para as estatisticas de ordem de uma amostra aleatoria e,
particularmente, do Teorema do Limite Central para quantis amostrais. No capitulo cinco ana-
lisamos os tipos de distribuicoes assintoticas de sequéncias de maximos e minimos de variaveis
aleatorias independentes e identicamente distribuidas, em numero de trés, e caracterizamos as
distribuicoes de seus dominios de atracao.

O livro nao pretende ser introdutério e espera-se que o leitor tenha alguma familiaridade
com o0s conceitos basicos de teoria dos conjuntos, fungoes reais, de séries e sequéncias numéricas
ao nivel do Calculo Diferencial e Integral ou Analise Real e, certamente, conhecimento de um
espaco de probabilidade, variaveis aleatorias e suas propriedades. Como sempre, os exercicios
sao partes importantissima do livro e, para motivar o leitor, uma série de exercicios resolvidos
sao destacados no textos no fim de cada capitulo, assim como os exercicios propostos em ordem
conveniente a sua resolucao. Ha um grande ntimero de exercicios computacionais para estimular
o estudante ao calculo de probabilidades e exercicios tedricos inspirados nas demonstracoes e
provas exibidas no texto.

Att

Vanderlei da Costa Bueno
Professor Associado, IME - USP
vbueno@usp.br
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Capitulo 1
Convergéncia de Variaveis Aleatodrias

Neste primeiro capitulo analisaremos a convergéncia de sequéncias de variaveis aleatérias e
suas propriedades. Na investigacao distinguiremos varios tipos de convergéncias, contudo, as
definicbes dependem somente do cdlculo de probabilidades e de esperancas com respeito a
uma variavel finitamente dimensional, passando ao limite quando o numero de varidveis cresce
indefinidamente.

O estudo das Leis dos Grandes Numeros é muito importante na Teoria da Probabilidade e da
Estatistica. Na Estatistica, frequentemente usamos a média de um nimero de medidas de certa
quantidade para estima-la e portanto é interessante estudar as propriedades de tal estimador.
Uma pergunta pertinente é sobre o comportamento do estimador quando o ntimero de medidas
cresce indefinidamente. O estimador converge, de certa maneira, para o verdadeiro valor da
quantidade em estudo? Entre outras aplicagoes, as Leis dos Grandes Ntimeros responde a este
tipo de questdao. Também prova o conceito frequéntista de probabilidade que, de certa forma,

traduz a nogao intuitiva do conceito de probabilidade.

1.1 Convergéncia de Sequéncias de Eventos Aleatérios

Estamos interessados em estudar o limite de sequéncias de varidveis aleatdrias (conjuntos
aleatérios) e devemos fixar um espaco de probabilidade, (€2,S, P), onde serdo definidas as
operacoes de interesse. Resumindo, a probabilidade é uma funcao de conjuntos e para defini-la
em um espaco amostral, €2, consideramos <, a classe de todos os eventos de €2 fechada pelas
operacoes de reuniao, interseccao, complementar, em um nimero finito ou infinito enumeravel

de eventos aleatorios. Definimos P em & através dos Axiomas de Kolmogorov:

Definicao 1.1
P:3—0,1]

Aw— P(A)
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satisfazendo

a) P(Q) =

b) P(UZ, Ai) = Yoo, P(A) quando os A; sao disjuntos dois a dois, isto é, A; N A; =
o Vi ]

Se consideramos uma sequéncia crescente de intervalos de numeros reais, (A,),>1, com

A, =1[0,n), é intuitivo que

lim A, = lim [0,n) = [0,00) = Up>14,.

n—oo n—oo

Da mesma forma se consideramos a sequéncia decrescente de intervalos de niimeros reais

A,))p>1, com A, = [0, ], percebemos que
(An)n>1, 'l P q

lim A, — lim [0, 1]_{0} Aot A,

n—oo n—oo

Nestes casos, em que (A,),>1 é crescente, isto é, A, C A,.1;, n > 1, ou decrescente,
A, O Any1, n > 1, pode-se provar que lim,, o A, = U,>1A4,, ou lim, o A, = Nyu>14,,,
respectivamente.

Em geral, o limite de uma sequéncia, quando existe, é definido pela identidade:

Definicao 1.2 Definimos o conjunto A como sendo o limite da sequéncia (Ay,)n>1 € denotamos
A =1lim A, = lim,. A4, como sendo a identidade A=A=A, onde

¢ o limite superior de (A,)n>1 €

¢ o limite inferior de (An)n>1-

Se consideramos a sequéncia de conjuntos A, = (=, nLH} temos

A= Un>1{( . In( -~ n+1 ﬂ }*U 1}:[0,1).

"n+1 n+1 n+ 2 W

Z:ﬂ{(%’nil]u(n_ﬂ Ziéu }—ﬂ 1) =10.1).

n>1 n>1
Portanto A = A =lim A, = [0, 1).
Observagao 1.1 Podemos interpretar o limite inferior de uma sequéncia de conjuntos (A,,),>1,

como sendo o conjunto dos elementos que pertencem a todos os A,,, a menos de um numero finito

de indices. O limite superior é o conjunto de elementos que pertencem a um numero infinito
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dos A, daf usarmos a notacao P(A,i.v.) para denotarmos P(limsup, A,) (ver exercicio 6). .
Obviamente temos

liminf A,, C limsup A4,

de forma que
P(liminf A,,) < P(limsup A,,).

E conveniente observar as Leis de Morgan:

(YU =U N A

n>1k>n n>1k>n

c __ c
UNar =Ny
n>1k>n n>1k>n

e portanto, se o limite existe, (lim A,,)¢ = lim A¢.

1.2 Convergéncia e Continuidade de Medidas de Proba-
bilidades

Para introduzir nosso primeiro topico consideramos uma sequéncia de eventos aleatérios
(Ap)n>1 definidos em um mesmo espago de probabilidade (2, <, P). Estamos interessados em
calcular o limite

lim P(A,).

n—oo

Claramente, a sequéncia (P(A,)),>1 é uma sequéncia de nimeros reais e estudamos tais

sequéncias analisando (ay,,),>1 com a notagao a,, = P(4,).
Observagao 1.2 Uma funcao f(x) definida no conjunto dos ntimeros reais a valores reais, é
continua em um numero real a se, e somente se,

lim f(l‘) = f(a) < lim f(an> = f(a)vv(an)nZh ILm an = a,

Tr—a n—oo

isto ¢
Ve>0, 3ng | se n>ng—|f(a,) — fla)| <e.

Exemplo 1.1 Seja X uma varidvel aleatdria com distribuicao exponencial de parametro A.
Defina os eventos A,, = {X € [0
{X €10,1)}. Portanto

, 7471} Note que (A, )n>1 € crescente e que lim A, = |5, A, =

1
P(lim A,,) = / e Mdr =1—e .
0
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Por outro lado,

P(An) = /"+1 e Mdr =1 — e_n%l
0

lim P(A,) = lim P(A,)= lim 1— e =1—e = P(lim A,,).

n—oo n—oo
Podemos conjecturar que a medida de probabilidade é uma funcao de conjuntos que é

continua. Este fato é provado no teorema:

Teorema 1.1 Seja (Q, 3, P) um espago de probabilidade e (Ay,),>1 uma sequéncia de eventos

em S, Se o limite da sequéncia (A, )n>1 existe, entdo

P(lim A,)) = lim P(A,).

Demonstragao. Se (A,),>1 ¢ uma sequéncia crescente de eventos, lim A, = |~ A, (ver

exercicio 1). Definimos By = A; e B, = A,, — A,,_1 de forma que

Ja- (s
n=1 n=1

Portanto
P(lim 4,,) U An) (G B,) = i P(B,) = P(By) + i P(B
n=1 n=1 n=2
PA1+ZPA —A) = A1+Z (An-1)] =
n=2
PUAY + Jim S [P(A,) ~ (4, 1)) = lim P(A,)
n=2
No caso em que a sequéncia (A,),>1 ¢ decrescente, im A, = (>, A,, (A%),>1 é uma

- a1 Ae (o .
sequéncia crescente de eventos e im A5 = (J -, AS = ()., A,)°. A prova segue usando a

prova anterior.

No caso geral temos

P(limsup A4,,) = P(ﬂ U Ag) = P(lim U Ay) =

n—oo

n>1k>n k>n

lim P( U Ag) = limsup P( U Ag) > limsup P(A,) > liminf P(A,) >

n—00
k>n k>n

liminf P((7) Ag) = lim P((") Ax) = P(lim (] 4) =

k>n k>n k>n
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P([J ) Ax) = P(liminf 4,).

n>1k>n

Contudo, como por hipétese lim A,, existe, P(limsup 4,,) = P(lim A4,) = P(liminf A4,,).

Considerando tais igualdades e as desigualdades acima concluimos

P(lim A,,) = limsup P(A,,) = liminf P(A,) = lim P(A4,).

|
Exemplo 1.2 Seja X uma variavel aleatéria. Entao ,
Ve>0, dke N | P(|X|>k)<e
Como X assume valores nos reais, P(|X| = oo) = 0. Considere a sequéncia decrescente

{|X| > n}, de forma que

{1X] = o0} = ({IX]| > n}

Portanto
= P(1X| = 00) = P(({1X| > n}) = P(lim {|X| > n}) = lm P(X] > n).

Entado, Ve >0, Jk€ N | se n>k — P(|X|>n) <e. Em particular tomamos n = k.

Exemplo 1.3 Seja (A,),>1 uma sequéncia de eventos no espago de probabilidade (22, S, P).

Entao

P(ﬁ A,) =1 Vn, P(A,) = 1.

n=1
A condicao necesséria é dbvia.

Provemos a condicao suficiente por inducao em n. Para n = 2 a prova é ébvia pois
P(A1 () A2) = P(A1) + P(As) = P(A; | As).

Por hipoétese de inducao, suponha que a prova vale para n, isto é

Vm, P(Ay) =1,1<m <n= P([] An) = 1.

m=1

Provemos para n + 1: PN A,) = PNy Am () A1) = 1, quando P(N_; An) = 1
e P(A,4+1) = 1, o que ocorre, por hipétese de indugao quando P(Am) =1,Vm,1 <m <n.
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Consequentemente

P} A = P(() (VA = P(lim () A) =

n=1 n=11i=1 i=1

lim P(()A;) = lim 1 =1.

i=1

1.3 Lema de Borel-Cantelli

O lema de Borel Cantelli é uma chave para varios problemas de convergéncia quase certa que

veremos na préxima secao. Consiste em duas partes.

Teorema 1.2 (Lema de Borel-Cantelli) Seja (A,,),>1 uma sequéncia de eventos no espago
de probabilidade (2,3, P). Entdo

I) Se " P(A,) < oo = P(limsup 4,) = P(A,i.v.) = 0.
II) Se > P(A,) = o0 e 0s A, sao independentes,= P(limsup A,) = P(A,i.v.) = 1.

Demonstracao. Provemos a parte 1.

P(limsup A,) = P(() | 4x) = P(lim | J 4;) =

n—00
n>1k>n k>n

lim P(| ] Ax) < lim iP(Ak) =0

n—00 n—oo
k>n k=n

pois Y P(A,) < oo. A desigualdade é devido a Bonferroni.

Provemos a parte II.
Devemos provar que P([,5; Uy, Ax) = 1 que, pelo exemplo 1.3, é equivalente provar que
P(Ugsn Ax) = 1,Vn > 1 ou seja P[>, A7) = 0,Vn > 1.

P((") A7) = P(lim (") A7) = lim P((") 4) =

m—0o0

k>n k=n k=n
lim 72, P(Af) = lim 72, (1 — P(A)) <
lim 7" e PA) = Jim o™ 2i=n PAR) = o= 2020 PAR) —

Observagao 1.3  Observe que, se os eventos sao independentes, P(A,i.v.) é igual a 0 ou 1.
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Exemplo 1.4 Seja (X,,),>1 uma sequéncia de varidveis aleatdrias independentes e identica-

mente distribuidas com distribuicao exponencial padrao e seja a variavel aleatéria Y, = lfn
Note que
P(lY, _ p(an = P(X lnn) = e — L
(IYn] >¢) = (m>€)— (X, >elnn)=e¢ =

e portanto Y7 P(|Y,| > €) = 307, &, que converge se ¢ > 1 (P(Ayi.v.) = 0) e diverge se
e <1 (P(Ayiv.)=1)

1.4 Convergéncia Quase Certa. Propriedades

A definigao de convergéncia quase certa de uma sequéncia, (X,,),>1, de varidveis aleatdrias

é muito natural e tem origem na definicao do limite de sequéncias de niimeros reais.

Definigao 1.3  Seja (2,3, P) um espago de probabilidade e X uma varidvel aleatoria definida

em €2 com valores em R, isto €, para cada w € Q, X(w) € R, € um nimero real.

Seja (Xp)n>1, uma sequécia de varidveis aleatorias. Para cada realizagao w , (X, (w))n>1
¢ uma sequéncia de nimeros reais que pode (ou nao) convergir para um valor real X (w). Seja

N€ o conjunto das realizacoes para as quais a sequéncia converge, isto é
Seja
Ne={weQ | X,(w)— X(w)}.

Se P(N°) =1 dizemos que (X,,)n,>1 converge quase certamente para X.

Denotamos X,, —%¢ X.

Observe que P(N) = 1 — P(N¢) = 0 e também dizemos que (X,),>; converge quase

certamente para X a menos de um conjunto de medida nula.

Observagao 1.4 O limite é inico. Suponha que exista uma outra variavel aleatéria Y, tal que
X, =Y isto é, existe M com P(M°) =1

Me={we | X,(w)—Y(w)}

Mas, pelo Exemplo 1.3, P(N°N M) =1 e em N°N M¢° temos X (w) =Y (w).

Exemplo 1.5 Seja X uma varidvel aleatéria com distribuigao uniforme no intervalo (0, 1),
X ~U(0,1).
Defina

e
H
7
|
s

T
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Para cada w,0 < X (w) < 1, temos

: - k—1 __ 1
lim X, (w) = ;(1 — X(w))" = Xw)
P(lim X,(w) = ﬁ) —PO<X<1)=1

c 1
eXn—>q X

Defina

Para cada w,0 < X (w) < 1, temos

limYn(w):Z(aX(w))k: 1

nloo

se %(“’) < 1, isto ¢, X(w) < 2. Entéo

P(lim Y, (w) =Y (w) =

nfoo

eY, »i€Y.

Observagao 1.5 Seja (a,),>1 uma sequéncia de nimeros reais. Uma condic@o equivalente para
que limyjo0 a, = a é
Ve>0,In e | Vk,k>n, |ap—a|<ce,

que, por sua vez, € equivalente a

1
YmeN, IneN | Vkk>n, |ap—al <—.
m

Sejam X uma varidvel aleatéria e (X,,),>1, uma sequéncia de varidveis aleatdrias tais que
X,, —% X. Entao

Ne=A{w | liTm Xp(w) =X(w)} =
1
{w | VmeX,3In e X | Vk k>n, |Xk(w)—X(w)\<E}:

N U N | 1Xk(w) - X(w)| < %}.

m>1n>1k>n
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Portanto, pelo Exemplo 1.3, P(N¢) = 1 se, e somente se,

P(J (w | !Xk(UJ)—X(w)R%}): . VYm>1

n>1k>n

que é equivalente a
1
P(liminf{w | |Xy(w) - X(w)|<—})=1, Vm>1
m

ou
1
P(limsup{w | |X(w)— X(w)| > E}) =0, Vm>1.

Portanto podemos enunciar o seguinte Corolario:

Corolario 1.1 ( Critério para convergéncia quase certa) Sejam X uma varidvel aleatdria,

(Xn)n>1, uma sequéncia de varidveis aleatdrias, e os eventos

A= {u | Xuw) = X(@)] > )

Se > 2 P(Ay) < oo, Vm >1, entao X,, -9 X.
A prova segue do Lema de Borel Cantelli.

Exemplo 1.6 Seja (X,,),>1 uma sequéncia de varidveis aleatdrias independentes e identica-
mente distribuidas (i.i.d) com distribuigdo exponencial padrao. Defina as variaveis aleatérias

Y, = &2 de maneira que

Inn

1 Xn 1 1 - + 1
P([Yal > —) = P(|i-2] > —) = P(X, > (lnn)w) = ¢ 07 =

—.
Inn m nm

ed > L =ocosem>1.

n=1 L
nm
Concluimos, pelo lema de Borel Cantelli, que P(limsup|Y,, —0] > =) =1 e Y, »%* 0.
Exemplo 1.7 Considere a distribui¢ao uniforme no intervalo (0, 1).

Defina a varidvel aleatoria

1
Xp(w)=2" se wE(O,H) e 0 ce

Observe que,
P(hmnﬂoo Xn(w) = O) = P(UOO (%7 1)) =1leX, —%0.

n=1
Contudo

o

n=1 n—=1 —

Observe que as varidveis X,, nao sao independentes pois X,, = 2" — X,,_; = 2" ! e portanto
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o Lema de Borel Cantelli nao vale.

Como na andlise real, um critério 1til para verificar a convergéncia quase certa é o critério
de Cauchy:

Teorema 1.3 (Critério de Cauchy) Sejam X uwma varidvel aleatoria e (X,)n>1 uwma

sequéncia de varidveis aleatorias. Entao X, —9° X se, e somente se, para todo € > 0

lim P(sup|X,im — X,| <e) = 1.

n—oo

Demonstracao. Provemos a condicao necessaria.

Note que para todo d > 0 e todo m temos a contingéncia

) 0 1)
m;ﬁnﬂXJ - X’ < 5} - {|Xn+m - X| < 5} N {’Xn - X| < 5} C {|Xn+m - Xn| < 5]"
Portanto

0
m]o'inﬂXj - X’ < 5} - mimozl{’ Xn+m - Xn |§ 5} - {sup ’Xn+m - Xn| < 5}

e consequentemente

0
lim P({sup|X,im — Xn| < J}) > lim P(ﬂ;’in{]Xj - X| < 5}) =

oo 0o 0
P(Unzl mj:n {|X] - X| < 5}) =1,

pois, por hipétese, X, —% X.

Para provar a condicao suficiente supomos que , para todo € > 0
lim P(sup | Xpim — Xn| <e) =1
Observe que para todo inteiro k > n temos
~ ) 0 0
2] X — X0 1< 53 € 4] X — X |< S} 0{] X = X |< S}

{1 Xiam — X [< 6}

Consequentemente

)
m;mozl{’ Xn+m - Xy |§ 5} C ﬂ?’fleﬂ Xk+m — X |< 5}7
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para todo k > n, portanto

0
m;j:l“ Xn+m - Xn |S 5} C ml?;n m?j:l {| Xk-‘rm - Xk |< 5}

)
lim P(mﬁzl{‘ Xntm — Xn ’S 5}) < lim P(ﬂ;in m;zozl {‘ Xirm — X ’< 5}> =
P2y 2 Ozt { ] Xiegm — X [<0})
pois a sequéncia (MNP, NY°_y {| Xgrm — X |< 0})n>1 é crescente.
Como , por hipdtese, para todo £ > 0 temos
lim P(sup | X,im — X <e) =1,
concluimos que, para todo d > 0

PURZy 072, O] X — X [<0}) = 1.

Seja 9, > 0, com 4, | 0, quando p — oo e considere o conjunto A = M2 A,

onde
Ap = U i, O 4 Xiepm — X [< 6p)-

Como, pela desigualdade de Boole

o]

P(M2,A,) > 1= ) P(AY),

p=1

para qualquer sequéncia de eventos (A4,),>1 temos

P(A) > 1= PO MR i {] Xeem — Xi [< 0,3}
p=1

e concluimos que P(A) = 1.

A sequéncia (X,,),>1 satisfaz o critério de Cauchy e para toda realizacio w € A, existe
uma fungao X* tal que lim, .., X, (w) = X(w)*. Defina X(w) = X(w)*, se w € Ae
X(w) =0 se we A°. Desde que P(A) =1 temos que X, —% X.

|

Propriedades

P.1-Se X,, =% X e f é uma funcao real continua, entao

f(Xn) =1 f(X).



12 1.5. CONVERGENCIA EM PROBABILIDADE. PROPRIEDADES

Demonstracao. Desde que f é continua,, temos:

Ne={weQ | Xp(w) = X(w)} ={w e | f(Xn(w)) = f(X(w))}

e P(N¢) =1.
[ |
P2-SeX, - XeY, -%Y, entao
X, xY, =X +Y,
X,.Y, - XY,
X, X _
Y. —1¢ v quando bem definida.
Demonstragao. Sejam
Ng={weQ | X,(w) = X(w)} e Ny ={weQ | Y,(w)—Y(w)}
, com P(N§) =1, P(Ng) =1, o que é equivalente a P(N§ (| Ny)) = 1.
Se w € N§ [ Ng), temos:
(X £ Y2)(w) =7 (X £ V) (w);
(X Yo) (w) =% (X.Y)(w);
X, X
(—)(w) = (=)(w), quando bem definida.
Y, Y
|

1.5 Convergéncia em Probabilidade. Propriedades

Definicao 1.4 Sejam (X, )n>1, wma sequéncia de varidveis aleatorias e X uma varidvel
aleatoria definidas em um mesmo espaco de probabilidade. Considere a sequéncia de nimeros
(P(|Xn — X| > €))n>1. Se limyo0 P(|1X,, — X| > €) =0, dizemos que X,, converge em probabi-
lidade para X e denotamos por X, —' X.

Observagao 1.6 Observe que convergéncia em probabilidade nao é concernente a convergencia

pontual de X,,(w) para X(w). A interpretacao é que, para valores grandes de n, as varidveis

aleatérias X,, e X sao aproximadamente iguais com grande probabilidade.



