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PREFACIO

Este é um livro pensado como material para um primeiro curso de
topologia. Os topicos especificamente selecionados sdo influéncia direta
do meu gosto pessoal e também da minha “criagao topolégica” no IME-
USP.

Em diversos momentos optei por um formato nédo tdo padrdo em
livros mais conhecidos. Essas escolhas muitas vezes tem motivacao
dupla: reduzir o tempo necessario em sala de aula, apresentando
demonstracoes mais curtas que as consideradas mais candnicas, ao
mesmo tempo que isso possibilita que as demonstra¢des mais classicas
sejam apresentadas em formato de exercicios. Esse comportamento é
bem evidente, por exemplo, na forma que o par “Lema de Urysohn e
Teorema de Tietze” é apresentado. Classicamente, primeiro se prova o
lema e entdo o teorema a partir dele — sendo as duas demonstragdes
longe de triviais. A opcdo aqui feita é apresentar um resultado
parcial antes e entdo os dois resultados classicos como corolarios. A
desvantagem é que a demonstragdo de tal resultado parcial lembra a
demonstracéo classica do Lema de Urysohn, mas com mais dificuldades
técnicas. Por outro lado, o roteiro da demonstracdo classica estd nos
exercicios.

Ainda com relacdo aos exercicios, foi minha intencdo apresentar um
curso paralelo neles. Ha alguns conceitos que s6 sdo abordados nos
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exercicios. Na maioria dos casos, sdo algumas aplicagdes pontuais. Mas
h& também conceitos mais gerais, que sdo abordados em exercicios ao
longo de diversos capitulos.

Este livro é fruto das minhas notas de aulas do curso de topologia
do ICMC-USP. Ao longo dos anos, diversas opcoes foram sendo feitas,
tanto na forma, como no contetdo e sempre foi minha intengdo de
transformar tais notas em um livro, assim que elas se estabilizassem.
O tempo mostrou que esse momento provavelmente ndo iria chegar
— pelo menos ndo enquanto eu continuar lecionando o curso. Assim,
gostaria de agradecer a todas as turmas que tive, especialmente a todo
mundo que teve davidas e/ou sugestdes. Gostaria também de agradecer
especialmente a paciéncia do meu editor Thiago Augusto S. Dourado
por me ajudar a aceitar a passagem para a fase livro, ja4 que a fase
estabilizacdo ndo vinha.

Leandro Aurichi
Sdo Carlos, SP
09 de setembro de 2022
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Espacos ToroLOGICOS

Topologia pode ser encarada como uma forma de se apresentar a nogdo de
proximidade de uma maneira qualitativa — apesar que, num primeiro
momento, sua definicdo parecer bastante artificial e pouco dizer sobre
proximidade. Vamos fazer aqui uma pequena motivagdo, comecando
com uma forma bastante quantitativa da nocdo de proximidade: a
métrica. Apos isso, veremos que diversas propriedades sdo preservadas
mesmo quando abandonamos os valores reais apresentados pela métrica
(a passagem do quantitativo para o qualitativo). E justo dizer que
essa apresentacdo serd na linha ‘“se fazemos essa pequena abstragcdo
aqui, ainda temos vdrias das propriedades interessantes e conseguimos
uma gama muito maior de conjuntos”. Tentando complementar tal
apresentacdo, a ultima secdo deste capitulo apresenta uma defini¢do
alternativa (porém equivalente) de topologia. Essa definicdo pode ser
menos elegante, mas deixa mais aparente a motivagdo “proximidade
qualitativa’.

1.1 DEFINICAO E EXEMPLOS BASICOS

Comegamos com uma maneira bastante usual de se apresentar a nog¢do
de proximidade de maneira quantitativa: a métrica.



CAPITULO 1. ESPAGOS TOPOLOGICOS

DerinigAo 1.1.1 Seja X um conjunto. Dizemos que (X, d) é um espago
métrico, se d : X x X — R é uma fungdo que satisfaz:

(@ Vr,y e X,d(z,y) >0ed(z,y) =0 z=1y
(b) Vz,y € X, d(z,y) = d(y, z);
© Vr,y,z € X, d(z,y) < d(z,z) + d(z,y).

Desta maneira, temos uma maneira de medir o quanto um ponto
esta proximo do outro — simplesmente vemos o valor de d neste dois
pontos. Um ponto estd mais proximo de outro o quanto menor for o
valor de d calculado nestes dois pontos.

Exempro 1.1.2 Uma métrica sobre o conjunto dos reais R é a funcio
d(x,y) = |r — y|. Esta é a métrica usual sobre R.

Para muitos casos, essa nog¢do de proximidade é suficiente!. Mas ela
ndo cobre uma gama grande (e importante) de nogdes em matematica.

O seguinte exemplo é um caso simples onde o conceito ndo é
aplicavel: considere um rio com uma correnteza razoavelmente forte.
Para simplificar, pensemos que esta correnteza anda para a direita e
seja tdo forte que ndo seja possivel andar rio acima (ou seja, andar
para esquerda). Podemos representar este rio usando a reta real,
mas precisamos de uma nocdo de proximidade diferente da usual: ao
tomarmos dois pontos x,y com x < y queremos que y esteja perto
de x mas ndo que x esteja perto de y (pois a correnteza ndo permite
sair de y e chegar em z). Note que isso ndo é possivel ao usar uma
métrica, uma vez que teriamos d(z,y) = d(y, ).

Uma maneira de contornar isso é simplesmente abandonar o
conceito quantitativo de proximidade dado pela métrica e usarmos um
conceito qualitativo®.

'Por exemplo, para espacos de funcdes muitas vezes ndo é possivel definir métricas.
2 Veja também o Exercicio 1.4.16.
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DerinigAo 1.1.3 Dizemos que (X, 7) é um espago topoldgico se T é uma
familia de subconjuntos de X satisfazendo:

@) 0, X e
(ii) se A,B € 7,entio ANB € T;

(iii) se I é um conjunto qualquer e, para cada i € I, C; € 7, entdo

Uie[ Cier.

Neste caso, dizemos que cada elemento de 7 é um aberto e o proprio T
é chamado de topologia sobre X.

De maneira mais informal, a primeira condi¢do diz que o vazio e o
espago todos sdo abertos, a segunda diz que intersecéo finita de abertos
é aberta e a dltima diz que unido qualquer de abertos é aberto.

Note que s6 dois subconjuntos aparecem explicitamente como
abertos. Isso inspira o primeiro exemplo (bastante trivial):

Exempro 1.1.4 Dado X um conjunto, uma topologia sobre X é 7 =
{0, X}. Tal topologia é chamada de fopologia cadtica.

Num outro extremo, podemos simplesmente declarar que todo
subconjunto é aberto:

Exempro 1.1.5 Dado um conjunto X, uma topologia sobre X é 7 =
{A: A C X}. Tal topologia é chamada de topologia discreta.

Mas néo ficamos s6 com exemplos triviais:

Exempro 1.1.6 Considere (X, d) um espago métrico. Vamos dizer que
um conjunto A C X é folgado se, para todo = € X, existe r > 0 tal
que B,.(z) C A, onde®

By(x) ={y € X : d(z,y) <r}.

3Tal conjunto é chamado de bola aberta de centro e raio .

3
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E um exercicio mostrar que 7 = {A C X : A é folgado} ¢ uma
topologia sobre X. Chamamos tal topologia de fopologia induzida pela
métrica d.

Voltando ao exemplo da correnteza forte do rio que comentamos
acima, uma possivel topologia que o representa é dada por:

Exempro 1.1.7 Considere R com a seguinte topologia
T={ACR:VexeA Ir>0, [a,a+r[C A}.

E um exercicio verificar que 7 de fato é uma topologia. Esse espaco é
chamado de reta de Sorgenfrey.

Note que a diferenca na definicdo dos abertos da reta de Sorgenfrey
para os abertos usuais de R se da na “folga” que pedimos em torno
de cada ponto: nos usuais, pedimos folga em ambas dire¢oes enquanto
que na reta de Sorgenfrey, a folga é pedida apenas na diregao superior.
Talvez por enquanto ndo fique claro porque tal topologia captura algo
do exemplo do rio — mas, conforme andarmos com a teoria, isso deve
ficar mais aparente.

Muitas vezes é mais conveniente descrever a topologia de forma
mais local. Uma defini¢do que ajuda tal diregao é a seguinte:

DerinigAo 1.1.8 Seja (X, 7) um espaco topolégico. Dado = € X,
dizemos que V' C X é uma vizinhanca de x se existe A aberto tal
quex € ACV.

Note que se © € A e A é aberto, entdo A é uma vizinhanca de =.
Mas podemos ter casos em que A ndo é aberto e, mesmo assim, é uma
vizinhanca de z. Por exemplo, considerando R com a topologia usual,
[0,2] ndo é um conjunto aberto, mas é uma vizinhan¢a do ponto 1.
Note também que, apesar de 0 € [0,2], [0, 2] ndo é uma vizinhanca
de 0.
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Uma observacdo a se fazer é que um conjunto é aberto se, e
somente se, ele é vizinhanga de todos os pontos contidos nele (veja
o Exercicio 1.1.14).

ALONGAMENTOS

AvongamenTto 1.1.9 Mostre que todo aberto usual nos reais é um aberto
na reta de Sorgenfrey.

EXERcicios

Exercicio L1.10 Seja X conjunto ndo vazio e seja o uma topologia
sobre X. Mostre que o é a topologia discreta se, e somente se, {z} € o
para todo o.

Exercicio LLI1 Seja (X,7) um espaco topologico. Seja YV C X.
Considere
c={ANY: Aer}.

(a) Mostre que o é uma topologia sobre Y — esta é conhecida como
topologia de subespaco — em geral, numa situagdo Y C X, se nada
for dito, estamos supondo em Y tal topologia.

(b) Considere [0, 1] com a topologia de subespaco de R. Mostre que
[0, 1[ é aberto em [0, 1] mas ndo é aberto em R.

Exercicio L1.12 Seja X um conjunto qualquer. Considere
r={ACX: X\ AEé finito} U {0}.

(a) Mostre que 7 é uma topologia. Chamamos tal topologia de topologia
cofinita.

(b) Mostre que 7 é a topologia discreta se, e somente se, X é finito.

5
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Exercicio 1.1.13 Fixe X conjunto infinito. Considere
7={AC X : A éinfinito} U {0}.

Note que 7 ndo é uma topologia. Compare com a defini¢do da topologia
cofinita.

Exercicio 1.1.14 Mostre que um conjunto A é aberto se, e somente se,
para todo a € A, A é vizinhanca de a.

1.2 FEecHADOS E FECHOS
Um importante conceito é o de conjunto fechado®:

DerinigAo 1.2.1 Seja (X, 7) um espago topoldgico. Dizemos que
F C X é um conjunto fechado se X \ F' é aberto.

ExemprLo 1.2.2 Em qualquer espago topologico (X,7), X e () sdo
fechados, pois seus complementares sdo abertos (em particular, X e ()
sdo abertos e fechados).

Exemero 1.2.3 Em R, [0, 1] é fechado ja que R\ [0,1] = ] — 00, 0[ U
J1, +o0.

Exempro 1.2.4 Na topologia discreta, qualquer conjunto é fechado. Para
isso, basta notar que o complementar de qualquer conjunto é ainda um
membro de p(X) e, portanto, é aberto.

Exempro 1.2.5 Na reta de Sorgenfrey, [a,b[ é fechado, onde a < b.
Vamos mostrar que R\ [a, b é aberto. Se = € R\ [a, b, entdo hé dois
casos a considerar:

* A intuicdo sobre o que é um fechado ficara mais clara com o conceito de ponto aderente,

que veremos a seguir.
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e © > b: basta tomar o aberto [z, + 1], cuja interse¢do com [a, b
e vazia;

® £ < a: podemos considerar o aberto [z, a[, que também estd
contido no complementar de [a, b|.

Portanto, o complementar de [a, b[ é aberto, como queriamos.

Algo muito comum de se fazer é tomar o menor fechado contendo
um determinado conjunto:

DerinigAo 1.2.6 Sejam (X, 7) um espago topologico e A C X.

Definimos
A= ﬂ a
FeF

onde F = {F C X : F éfechadoe A C F} (fecho de A, também
denotado por CI(A)).
Definimos

It(4) = |V

Vey

onde V={V C X : V éaberto e V C A} (interior de A).

Proposigio 1.2.7 Sejam (X, T) um espago topolégico e A C X. Entio A
é fechado e Int(A) é aberto.

DemonsTraGAO: Decorre diretamente da definicdo e das propriedades
de conjuntos abertos e fechados. O

Pensando que os abertos que contém um ponto sdo as possiveis
nocoes de “perto do ponto”, podemos definir a no¢do de um ponto
estar perto de um conjunto se toda vez que olhamos para “perto do
ponto”, interceptamos o conjunto:
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DerinigRo 1.2.8 ° Sejam (X, 7) um espaco topologico e A C X.
Dizemos que © € X é ponto aderente a A se para todo aberto V/
tal que z € V valer VN A # ().

Vamos mostrar que o fecho de um conjunto basicamente é a colegao
de todos os pontos proximos do conjunto:

Proposicio 1.2.9 Sejam (X, ) um espago topolégico e A C X. Entdo
A ={x € X : x é ponto aderente de A}.

DemonsTrRAGAO:  Chame de D o conjunto dos pontos aderentes a A.
Vamos provar que A C D. Seja v € A. Seja V aberto tal que z € V
e suponha V N A = (). Logo, A C X \ V que é fechado. Assim, pela
definicao de A, segue que A C X \ V, contradi¢do com o fato que
rcAexcV.

Provemos que D C A. Seja x € D e suponha v ¢ A. Logo,
r € X \ A que é aberto. Como x € D, temos que (X \ A) N A # 0.
Contradicdo, pois A C A. O

Proposi¢io 1.2.10 ° Sejam (X, 7) espago topoldgico e A, B C X. Temos

(a) Se A C B, entdo A C B;

BN

() A=A;

(c) A= A se, e somente se, A é fechado.
DemonsTrAGA0: Dado € A, segue que UN A # () para todo aberto U

que contém x. Como A C B, segue em particular que U N B # (). Isto
prova (a).

> Note que esta definicdo difere da definicio que daremos para ponto de acumulacio.
8 Vale um resultado analogo para o interior de um conjunto A. Em particular, A é aberto

se, e somente se, Int(A) = A (ver Alongamento 1.2.21).

8
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Provemos (c). Naturalmente se A = A, obtemos que A é fechado,
pois seu fecho é fechado. Reciprocamente, se A é fechado, segue que
A C A (pela definicdo de fecho). Como A C A vale sempre, temos o
resultado.

Finalmente, o item (b) segue diretamente de (c) por A ser
fechado. O

Exempro 1.2.11 Considere um conjunto X com a topologia discreta.
Como todo subconjunto A de X é fechado, segue que A = A (e
também que Int(A) = A).

Exempro 1.2.12 Em R, [a,b] = [a,b]. De fato, b é o tnico ponto fora
de [a, b[ que é aderente a [a, b|.

Exempro 1.2.13 Na reta de Sorgenfrey, [a,b] = [a,b[. Para isso, basta
lembrar que [a, b] é fechado.

Exempro 1.2.14 Em R, Q = R e Int(Q) = (. Ambas as igualdades
se devem ao fato de que dado qualquer ponto ¢ € Q e € > 0,
|t —e,2 4 €[ contém pontos de Q e de R\ Q. O mesmo vale na
reta de Sorgenfrey.

Algumas vezes, um ponto pode estar proximo tanto de um conjunto,
como de seu complementar:

Derinigio 1.2.15 Sejam (X, 7) um espaco topologico e A C X.
Dizemos que x € X é um ponto de fronteira de A se para todo V' C X
aberto tal que z € V, temos VN A£De VN (X\A) #0.

Noragio 1.2.16 0A = {z € X : x é ponto de fronteira de A}.

Exempro 1.2.17 Em R, Oa,b] = {a,b}. Enquanto que na reta de
Sorgenfrey temos que d[a, b[ = .
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Note que a igualdade acima vale de modo geral. Se A é um
subconjunto aberto e fechado de um espaco topoldgico (X, 7), entdo

0A =10.

Exempro 1.2.18 Em R (ou na reta de Sorgenfrey), 0Q = R.

Alongamentos

AronGamenTo 1.2.19 Seja (X, 7) um espago topoldgico. Mostre que sdo
verdadeiras:

(a) X, 0 sdo fechados;
(b) Se I', G C X sao fechados, entdo ' U G é fechado;

(c) Se F é uma familia ndo vazia de fechados, entdo [) per I € um

fechado.

AronGamENnTo 1.2.20 Sejam (X, 7) um espago topologico e A C X.
Dizemos que = € X é ponto interior de A se existe V' aberto tal que
x €V C A. Mostre que

Int(A) = {x € X : x é ponto interior de A} .

AvoncamenTo 1.2.21 Mostre o andlogo a Proposicio 1.2.10 para o
interior.

AroncamenTo 1.2.22 Sejam (X, 7) espaco topoldgico e A C X. Mostre
as seguintes afirmacoes:

@ 0A=ANX)\A
(b) Int(A) NIA = 0.
(© OA = A\ Int(A).

10



