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PrerAcio pA SEcunpa Epigio

Nesta nova edicdo apenas adicionamos algumas novas referéncias e o
texto se manteve basicamente o mesmo. Observamos ao leitor que
pode ser encontrado no Youtube uma sequéncia de cinco aulas, onde o
Prof. Alexandre Baraviera apresenta parte do material do presente texto,
gravado quando do curso presencial oferecido no Coloquio Brasileiro
de Matematica de 2017. Um ntimero expressivo de pessoas assistiram a
totalidade, ou parte destas aulas disponiveis on line.

Artur O. Lopes
Porto Alegre — RS,
25 de julho 2022
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PrerAcio DA PriMEIRA EpigAo

Este livro descreve em precisos termos mateméticos os conceitos e as
propriedades bésicas da Mecénica Quéntica. Para o entendimento do
texto ndo serd necessario nenhum conhecimento prévio de Fisica.

A Mecénica Quantica é a teoria que descreve as leis fisicas que
regem as particulas de massa muito pequena. O seu entendimento foi
sem davida um dos grandes feitos cientificos do século XX.

Nosso objetivo ao escrever este texto foi permitir que os estudantes
(e colegas) dos nossos cursos de Matematica possam entender e apreciar
a beleza desta teoria. Foi planejado para ser uma primeira leitura sobre
este topico. O texto foi escrito por e para pessoas que sdo principiantes
neste topico.

Nossa intencdo foi produzir um texto em portugués que descreva a
Mecanica Quantica de forma que seja matematicamente inteligivel, e, ao
mesmo tempo, que ndo se prenda a detalhes de formalizagao excessiva.
Numa primeira leitura, este excesso a que me refiro, pode comprometer
o entendimento das ideias fundamentais. Tentamos manter a redacio
dentro de um equilibrio entre estes dois extremos. A teoria é ilustrada
com muitos exemplos.

A Mecéanica Quantica é daquelas teorias em que se precisa
compreender certa quantidade razoavel de resultados para que o “todo”
faca sentido. Assim, nossa sugestdo é que o leitor tente entender a cada
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passo o que vai sendo exposto, mas sem se prender demais a aspectos
que, eventualmente, ndo ficaram de todo claro. Muitas vezes, um
pouco mais adiante no texto, aquilo que nio foi de todo compreendido
se esclarece quando olhado de um panorama mais amplo.

Nao iremos discutir no texto os aspectos mais diretamente ligados a
interpretacdo fisica dos fendmenos discutidos. Existem na teoria vérios
paradoxos e até mesmo conflitos de interpretagdo entre os eminentes
fisicos que trabalham nesta area.

O presente livro, em termos aproximados, é um resumo da primeira
parte do texto disponivel on line

http://mat.ufrgs.br/~alopes/hom/livroquantum. pdf

Ao comego do texto do Coloquio apresentamos uma secdo com
alguns pré-requisitos matemaéticos.

Acreditamos que com o conhecimento basico adquirido ao longo
do texto o leitor podera no futuro ler e entender alguns tépicos mais
avancados deste assunto. Os mencionados topicos mais avancados da
Mecénica Quéntica tem interse¢do com distintas areas da Matematica
entre elas Analise Funcional, Analise Harmonica, Equagdes Diferenciais
Parciais, Probabilidade, Geometria Diferencial, Topologia Algébrica,
Sistemas Dindmicos, Teoria dos Numeros, Teoria da Informagao,
Algebra, enfim quase todas as dreas da Matematica. O livro traz um
extensa bibliografia remetendo a distintos topicos de pesquisa, entre
estes os relativos a Teoria da Informagdo Quantica e o estudo de redes
de spins quénticos; topicos estes que serdo certamente tteis no futuro
em fungdo da “esperada”’ entrada em funcionamento do computador
quantico (que ainda nédo é efetivamente operacional).

Uma apresentacdo pelo Prof. A. Baraviera de parte do texto — em
varios capitulos — pode ser encontrada no Youtube.

Desejo agradecer a varios colegas com quem tive o prazer de
discutir questoes relativas ao presente texto: Ph. Thieullen, A. Baraviera,
S. Prado, M. Terra Cunha, M. Disconzi, M. Sebastiani, C. F. Lardizabal,
J. Mengue, J. Mohr, R. Souza, R. Bissacot, L. Ciolleti, R. Exel. Agradego
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sobremaneira aos estudantes que assistiram a trés edi¢oes do curso
de Mecanica Quéntica que ministrei no Inst. Mat. da UFRGS: Carlos
Scarinci, Gilles Castro, Vilarbo Junior, Alvaro Kruger Ramos, Douglas dos
Santos, Eduardo Fischer, Fagner Rodrigues, Mirian Telichevesky, Otavio
Menezes, Patricia Klaser, Rangel Baldasso, Thomas Bartlett, Felipe
Guarnieri, Jader Brasil, Josué Knorst, Luisa Borsato e Newton Loebens.
Eles participaram da elaboragdo de diversas partes do presente texto.
As eventuais incorre¢oes, naturalmente, devem ser atribuidas ao autor.
Alguns textos que recomendamos como leitura bésica suplementar e
que, de alguma forma, influenciaram a redagao do presente livro sdo:

1. S. Gustarson; 1. Sicar, Mathematical concepts of Quantum
Mechanics, Springer Verlag.

2. K. Hannasuss, An introduction to Quantum Theory, Oxford Press.

Artur O. Lopes
Porto Alegre — RS,
7 de maio de 2017
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ALGUNS PRE-REQUISITOS

Vamos inicialmente considerar alguns resultados e propriedades basicas
dos espacgos vetoriais de dimensao infinita (sobre o corpo dos nimeros
complexos) com produto interno. O caso em que o espacgo vetorial tem
dimensdo finita é tratado com bastante detalhe na secdo 21 de [196].

Referimos o leitor a [266] ou [24]1] para um aprofundamento dos
diversos resultados e conceitos que vez por outra serdo usados nesta
secao.

Um elemento genérico em C é expresso como z = a + bi, onde,
i2=—-lea,bcR.
Seu=a+ bl ev=c+di entdo

uv = (a+bi) (c+di) = actadi+bci+bdi? = (ac—bd)+(ad+bc) i.
Todo nimero complexo a + bi se escreve como
a+bi=ae’ =a (cos(B) + isen(B)),

onde a > 0 e 0 < [ < 27 sdo reais. Se chama o = |z| de norma (ou,
amplitude) de a + bi e 5 de fase de a + bi. Acima (5= arc tang g e

o= VET B
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Note que, dado 3 € [0, 27), entdo e A% 4 ¢ B+m = (.

Z=(a — bi) denota o complexo conjugado de z = a + bi.

Note que se Z = 2, entdo a — bi = a + b1, logo, b = 0. Assim,
z e R.

Ainda, vale que Z =z e 27 = a® + b = ||~

Observe que 21 + 23 =Z1 + 23 € Z1 23 = %1 22

Vamos considerar aqui prioritariamente espacos vetoriais £ sobre
o corpo dos escalares complexos (ver se¢do 21 em [196] para definigdo
exata). Assim, se v,v2 € E, e aq,as € C, entdo estd bem definido
iU+ agve € B

Se E é um espaco vetorial sobre o corpo dos complexos C, entdo
um produto interno <, > sobre £ é uma funcdo de £ x £ — C, tal
que, para qualquer u,v,v" € E, e A em C, vale o seguinte:

D) <u,v>=<v,u>;

) <u+v,v>=<uv> + <u,v>;

) <Au,v>= X <u,v>;

4) <u,u>> 0,seuz#0.

Para mais detalhes recomendamos o leitor para a secdo 21 em [196].

Fizemos a escolha < Au,v > = A <wu,v> endo < u,A\v > =
A < u,v >, 0 que seria também possivel assumir como definicdo.

Note que segue do que foi dito acima que < u,A\v > = X <
u,v > . Ainda, < u,v +v' >=<u,v > + < u,v >.

Ainda, para todo v € FE vale que < v,v > é real e ndo negativo.
Além disso, < v,v >= 0, se e s6 se, v = 0.

Dado um produto interno <, > sobre um espaco vetorial F
podemos definir a norma associada através de

lv] =V/<v,0>.

Uma norma | | sobre E possui as propriedades: a) |0] = 0,
b)|v| > 0,¢)|v]| >0sev #0,d) |ut+v| < |u|+]|v], para qualquer u, v,

2
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e finalmente, e) |A\v| = |A| |v|, para qualquer escalar A € C e qualquer
v e L.

A propriedade |u + v| < |u| + |v| é denominada de desigualdade
triangular.

Assim, dado um espaco vetorial £ com produto interno existe uma
maneira natural de se obter uma norma em F.

Uma propriedade importante é a desigualdade de Cauchy-Schwarz
(ver prova em [196] ou [197]) que diz que dados vy, vo € E, entdo

| <wvp,02 > | < v |vgl,

Dada uma sequéncia de vetores v,, € H, diremos que a sequéncia
vy, converge ao vetor w € H, se para qualquer € > 0, existe um N > 0,
tal que para todo n > N, vale |w — v,| < e. Este fato serd denotado
por

lim v, = w.
n—oo

A expressdo v, converge a w quando n — oo também é bastante
usada.

Dada uma sequéncia de vetores v,, € H, diremos que a sequéncia
v, € de Cauchy se para qualquer € > 0, existe um N > 0, tal que para
todo m,n > N, vale |v,, — v,| < e.

E facil ver que toda sequéncia convergente é de Cauchy (isto segue
da desigualdade triangular). Para espacos vetoriais de dimensao finita a
reciproca é verdadeira. Para espagos de dimenséo infinita nem sempre
vale a reciproca.

Um espago normado é dito completo quando toda sequéncia de
Cauchy converge.

Dizemos que a série ), z,, onde x,, estd num espago normado
com norma | |, converge a x se limy_ ., Zi:o z, = x. Denotamos
> oTn = x. Se o espaco normado é completo vale a seguinte

propriedade fundamental: se Y~ |x,| < oo, entdo existe x tal que

Yo g Ty = .



CAPITULO 1. ALGUNS PRE-REQUISITOS

DerinigAo 1.1 Um espaco vetorial 7 sobre o corpo dos complexos com
produto interno <, >, e a correspondente norma

lv] = V< v,v >,

para cada vetor em #, sera chamado de espago de Hilbert se ele for
completo para tal norma (ver [174] [70] [307] para mais detalhes).

O exemplo mais simples de espaco de Hilbert é o conjunto dos
ndmeros complexos C com o produto interno < u,v >= u v, onde Z
denota o complexo conjugado de z. Mais exatamente, se u = a + bi e
v = c+di, entdo, uv = (a+ bi) (¢ — di). Neste caso, |z| = /22 + 2,
se z =+ Y.

E=C"=CxCx---xC éum espago vetorial sobre o corpo

n vezes

dos complexos C.

Dados u = (uy, Us, ..., uy,) € 2 = (21, 29, ..., 2,) em C", o produto
interno de u e z é, por definicéo,
<U,Z> = UL R T U2 + -+ Up Zn.

Note que para A\, u,v € C, vale

<UANV> = A< u,v>

<Au,v>= A< u,v>.

O espago vetorial complexo E acima é de Hilbert e tem dimenséo
finita. Os espacos vetoriais de Hilbert que vamos prioritariamente
considerar no texto tem dimensao infinita.

Algumas vezes usamos também a notagdo < x|y > em vez da
expressdo < ,y > .
Note que < u,v > = <ujv > = <vlu> = <v,u >.

4
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As vezes se diz que < u|v > é o “braket” do vetor u com o vetor v.

DEerinigAo 1.2 Dizemos que um conjunto ,, n € N é um conjunto
enumeravel ortonormal completo em H se,

D |, =1, Vn €N,

2) < Yy, Uy >= 0, Vm # n,

3) para qualquer 1 existe uma escolha «,, € C, n € N, tal que
- Z an o

Acima queremos dizer que se vy = qu;:o a, Y, € H, entdo esta
sequéncia vy, converge ao vetor ¢ quando k — oo.

Alguns textos requerem que na Defini¢do 1.1 se exija que o espago
de Hilbert possua um conjunto enumeravel denso (chamado de espaco
de Hilbert separavel). Todos os espagos que vamos considerar aqui,
entre eles o espaco das fungdes de quadrado integravel em R", (ver
definigdo a seguir) satisfazem tal propriedade.

O limite acima sera descrito pela expressdo formal

U= ot
n=0

E facil ver que neste caso vale ¢ = Y < i,[1) > 1, ou seja,
temos que o, =< ¥, |1 >. Além disto,

W= S Jaal2 = \/D < bl > 2

E importante ndo confundir o conceito de conjunto ortonormal
completo com o conceito de base de um espaco vetorial (que considera
apenas somas finita).
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Os exemplos de espacos de Hilbert que consideraremos usualmente
sdo
) H = LZ(R")(dz) é o conjunto dos ¢ : R — C tais que,

// /|¢>| dx—/|¢> (z1, 29, ..., 2,) > doy day ... dz, < 00,

onde dr = dx;dxs ... dr, é a medida de Lebesgue usual. Uma
funcdo ¢ do tipo acima é chamada de funcao de quadrado integravel.

Para¢ R* — C, e ¢ : R" — C, tais que, [ |¢]*(z)dz < oo,
[ (z)dx < oo, deﬁnlmos o produto interno

< ¢ >= /aﬁ(x)wdﬁc-

Neste caso, |¢| = /[ |¢(x)|>dz = \/< ¢, ¢ > define uma norma

que o torna um espaco de Hilbert. Note que uma funcdo 1) neste
espaco esta definida a menos de um conjunto de medida de Lebesgue
zero [110]. Dizer que duas funcdes ¢, 1) estdo € proximas significa que

\//\¢ D)2 dz < e

Referimos o leitor a [21] para maiores detalhes sobre o assunto.
Observamos que ndo necessitaremos no texto de um entendimento
maior sobre a medida de Lebesgue em R™; apenas saber que a classe
das fungdes integraveis a Lebesgue é maior do que aquelas integraveis
no sentido usual de Riemann e ainda que a norma |¢| = /< ¢, ¢ >
torna as fungdes de quadrado integravel (considerando a integral de
Lebesgue) um espaco normado completo.

Este espaco vetorial tem dimensdo infinita. Para maiores detalhes
sobre o espaco £? referimos o leitor a [21].

2) Seja A um retangulo finito em R", ou seja,

A= [Cl,dl] X [Cg,dg] X X [Cn,dn].

6
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Entdo consideraremos o espago vetorial complexo H = LZ(A)(dz),
onde dx é a medida de Lebesgue em A, e para p:A—>Cetp: A—
C, tais que, [, |¢| )dx < oo, [,|w]*(x)dz < oo, nos definimos

< ¢,0 >= [, ¢(x) Y(x) dz. Neste caso |¢| = /[, |¢(z)|? dz.

Este espaco tambem é de Hilbert e tem dimenséo infinita.

3) Seja M uma variedade diferenciavel de dimensdo n e uma forma
volume dx (ver [199] ou [187] para defini¢do e propriedades). Denote
também por dx sua extensdo a uma medida de Lebesgue em ). Entdo
consideraremos H = LZ(M)(dz). Para ¢ : M — C,e b : M — C,
tais que, [, [¢*( )dm < o0, [y [V]P(x)dx < oo, noés definimos

< ¢, >= [,, o(x) () dx. Neste caso |¢| = \/ [,, |¢(z)[? da.

Um caso partlcularmente interessante é o toro de dimensao n que
pode ser descrito por [0,27)" C R"™ onde os pontos da fronteira sdo
identificados da forma usual. Neste caso, se toma dz como a medida
usual de Lebesgue em [0,2 7)" C R" (algumas vezes dividida por (27)"
para ser normalizada). Por exemplo, o circulo S* sera identificado com
0,2 7).

Note que para A € C, e, ¢, € LZ(R")(dx), vale

<AQY>= A<, >
<HOANY>= A<, > .

Observacio: Se para vq, vs fixos, vale que para todo v
< V1,0 > = < U2,V >,
ou, de forma equivalente se vale que
<v —uvg,v> =0,

entao vy, = vs.
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De fato, tome v = v; —vy, € entdo, se v; —vy # 0, temos contradi¢do
(porque < v,v >= 0, se e so se, v = ().

Uma funcdo L : Hi; — Ho é linear se para qualquer a;,an € C e
v1, Uy € Hq, vale

L(Ozl U1 + Qi Ug) = L(Ul) + OZQL(UQ).

Dados dois espacos de Hilbert complexos H; e Hs, uma funcio
linear L : H; — Hs2, é denominado de Operador Linear.

Dados dois operadores lineares L; : H1 — Ha, € Lo : Ho — Hs,
fica bem definida a composta L = Ly o Ly, onde L : H; — Hs3. Note
que L também é linear. As vezes se escreve L, L; para representar
L2 o Ll.

Note que nem sempre Ly o Ly = L; o Ly, mesmo quando
Hl - 7‘[2 - 7‘[3.

O operador identidade [ : H — H é aquele que para cada x € H
temos que [(z) = x.

Note que para qualquer operador linear A : ‘H — H vale que
Al =A=1A.

Dado L : H — H, e n > 0, temos que L™ : H — H denota a
composi¢do de L consigo mesmo n vezes. Note que L™ o L™ = ["t™,
De forma consistente com esta propriedade denotamos L° = I.

Dado o operador linear L : ‘H; — H,, dizemos que o operador
linear G : Hy — Hi, é o inverso de L se GoL = I = Lo,
De forma um pouco mais precisa: G o L = I, onde I; é o operador
identidade em H, e L o G = I, onde I, é o operador identidade em
Ho.

O operador inverso de L é denotado por L™!. Se L tem inverso
dizemos que ele é invertivel. A composta de operadores inversiveis é
invertivel. Mais exatamente, neste caso (A B)™! = Bt A~L.

Dado o operador linear L : H; — H2 o nicleo de L é o conjunto
dos v € H; tais que L(v) = 0. O operador L é injetivo se e s se o
nucleo de L é s6 o vetor 0.



