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PREFACIO

Equagoes diferenciais sdo um dos pilares do progresso cientifico
humano. E dificil imaginar o mundo moderno sem a descoberta e
o estudo das equagdes diferenciais. Podemos entender que o estudo
destas iniciou-se a0 mesmo tempo em que se iniciou o estudo do
Calculo como ferramenta para o estudo de problemas em Fisica. Isto
nos leva aos idos de 1687 com a publicacdo dos primeiros trabalhos
de Isaac Newton no tema. Ndo menos importante e na mesma época,
é a contribuicio de G. Wilhelm Leibniz ao tema. Deixando aspectos
histéricos para uma outra ocasido, o vasto progresso cientifico que
se seguiu a este momento certamente tem suas bases solidamente
fundamentadas na compreensdo do mundo que é proporcionada pelo
estudo das equagdes diferenciais. Mas o que sdo estas equagdes?
“Grosso modo”, equagdes diferenciais sdo equacdes envolvendo uma
ou mais incognitas que dependem de uma ou mais variaveis através
de processos de derivagio. Um modelo mais simples seria o de
uma funcdo f(¢) que depende do tempo e que satisfaz uma equagédo
envolvendo f(t) e algumas de suas “derivadas temporais”. Com esta
ideia imprecisa, porém intuitiva, de equagdo diferencial, podemos
inferir que fenémenos fisicos que envolvam leis associadas ao tempo,
uma vez equacionados, resultardo em equagdes diferenciais. Isto
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realmente se verifica, data venia alguma imprecisdo no enunciado desta
regra.

A vastiddo de aplicacoes modernas das equacdes diferenciais é por
si s6 motivacdo suficiente para que este tema seja matéria obrigatoria na
formacédo de engenheiros, quimicos, bi6logos, meteorologistas, gedlogos,
economistas e, é claro, fisicos e matematicos. Seu interesse porém nao
se resume a estas carreiras, sendo uma area para a qual realmente ndo
parece haver fronteiras definitivas.

Este livio tem como objetivo dar a um estudante em formacéo,
elementos suficientes para o uso dos resultados fundamentais préticos
da teoria das equacdes diferenciais em seu curso de graduagdo. Assim
sendo, sem abrir mdo de algum rigor e formalismo matematicos, a
teoria é apresentada de forma fluida e direta, visando o aprendizado dos
principais conceitos e métodos de resolucdo das equagdes diferenciais
que sdo utilizadas nas aplicagbes em engenharia, quimica, biologia
e areas afins. Tendo priorizado as técnicas de resolugdo destas
equagdes, deixamos eventuais aspectos mais formais para o Apéndice
do livro, servindo desta forma como eventual formagdo complementar.
Sempre tendo em mente a formacio de um aluno de graduacéo,
seguimos, na escolha dos temas, um caminho que corresponderia a
um tipico curso de equagdes diferenciais de um ou dois semestres. Isto
significa que iniciamos com equagdes ordinarias de primeira ordem,
dando énfase as equacoes lineares. Depois seguimos para as demais,
destacando as equacoes de primeira ordem tipo variaveis separaveis,
homogéneas ou aquelas que admitem fator de integracéo (ditas, exatas
se admitirmos alguma imprecisdo). Equagdes importantes como as de
Riccati, Bernoulli e Clairaut sido estudadas através da sua resolucdo
pelos métodos cléssicos.

Em seguida estudamos as equacdes ordinarias de segunda ordem.
Para estas destacamos mais uma vez as equagdes lineares, homogéneas
ou ndo, sendo que os métodos classicos sdo apresentados. Desta forma
estudamos a resolucdo das equacdes de segunda ordem homogéneas

VI
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com coeficientes constantes e exploramos o conceito de espaco solugédo
como espaco vetorial. Em seguida estudamos as equagdes lineares nao-
homogéneas através dos métodos de coeficientes a determinar, variagao
de parametros e reducdo de ordem. AplicagGes préticas modernas séo
apresentadas ilustrando o uso prético destas técnicas. Destacamos a
equacdo de Cauchy-Euler como um caso importante e o qual se resolve
plenamente.

Apbs, seguimos para o estudo de equacoes lineares de ordem mais
alta, ilustrando possiveis extensoes das técnicas apresentadas.

Na seguinte etapa estudamos sistemas lineares com coeficientes
constantes de equacdes diferenciais. Para estes alguma Algebra linear
é requerida, basicamente a forma canénica de Jordan e a nogéo
de exponencial de uma matriz.  Munidos disto apresentamos o
algoritmo de Putzer para a solugdo destes sistemas que modelam
muitos fendmenos importantes na natureza. Sistemas ndo-homogéneos
sdo estudados ao fim desta etapa.

Visando o estudo de equacoes diferenciais lineares de ordem mais
alta iniciamos o estudo da transformada de Laplace. Tal transformada
permite associar a uma equacdo diferencial linear uma equacio
algébrica de grau associado a ordem da equagédo original. Isto nos da
um primeiro exemplo de uso deste tipo de procedimento no qual um
problema é substituido por outro, teoricamente de solugdo mais factivel.
Atencdo especial é dada a alguns aspectos que embora bem conhecidos,
resultamos esquecidos, como convolucdo e fungdes especiais como a
fungdo de Heaviside e o delta de Dirac. Aplicagdes a Problemas de
Valor Inicial (PVI) fecham esta parte. Exemplos importantes em circuitos
elétricos sdo entdo obtidos.

Finalizamos esta primeira parte do texto com o estudo de equagdes
diferenciais ordinarias com coeficientes analiticos, ou seja, a busca
de solugdes por séries de poténcias. Apds apresentar os conceitos e
propriedades basicas das séries de poténcias, introduzimos o método
geral de solugdo de tais equacdes. Nesta etapa estudamos as equagdes
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de Riccati e os importantes exemplos das equagdes de Bessel e
Legendre. Finalizamos esta parta apresentando o classico método de
Frobenius, associado ao conceito de singularidade regular. Por questoes
de espaco e viabilidade do texto final como um texto de graduacéo, nos
limitamos ao caso de ordem dois.

Em seguida mergulhamos nos problemas de valores de contorno
(PVC) mundo este populado por tantos exemplos importantes. Desta
forma estudamos as equagdes de Schrédinger e sua resolugio.
Seguimos para os problemas de Stum-Liouville tdo importantes em
fisica e engenharia. Tal problema é resolvido com a introducdo da
formula de Green.

A Teoria de Fourier é apresentada em seguida. Iniciamos com as
séries de Fourier, estudando também sua convergéncia e os resultados
principais sobre diferenciacdo e integragdo destas, de forma bem
fundamentada, como o leitor merece. A ttil forma complexa da série
de Fourier é apresentada de forma natural. Finalmente fechamos esta
etapa com a transformada de Fourier, sendo esta apresentada de forma
concisa porém robusta em preparagdo para as aplicagdes utilizadas na
teoria de equagdes diferenciais parciais.

Este livro foi trabalhado com a intencdo de ser complementado
através do seu volume subsequente, em fase final de preparacio,
intitulado “Equacodes diferenciais: um curso universitario, Parte II:
Equagdes parciais” [8] no qual damos os fundamentos da teoria
das equacoes diferenciais parciais pertinentes a um primeiro curso
de graduacdo, sempre focando no aspecto pratico. Em particular,
apresentamos um estudo do caso (semi)linear de ordem um, o caso
linear de ordem dois e temos como objetivo claro: resolver as trés
equagdes fundamentais, calor, onda e Laplace. Também, usando a
tecnologia entdo desenvolvida, resolver casos similares de equacgoes
diferenciais parciais lineares de ordem dois e problemas de valores de
contorno.

VIII
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Voltando ao presente volume, concluimos o texto com um Apéndice
para o qual remetemos o leitor em busca de conhecimentos em
sequéncias e séries de ntmeros reais, nimeros complexos e com
uma demonstracdo classica do Teorema de Picard, sobre existéncia
e unicidade de solu¢des do problema de Cauchy.

Esperamos que este texto seja til como livio ou como material de
consulta rapida para um graduando ou graduado em alguma area das
ciéncias exatas em busca de solugdo para suas equacgdes diferenciais
do dia-a-dia. Também que este sirva como material de estudo para
interessados em ciéncia e que desejem ter uma melhor compreensao
do mundo ao seu redor.

Enfim, o livro foi concebido para caber em um curso de um ou
dois semestres que cubra o basico necessario para um aluno aprender
0 que se espera que ele aprenda em um curso de ciéncias exatas na
assinatura equacoes diferenciais ordinarias.

Se vocé chegou até aqui, permita-nos lhe convidar a seguir neste
texto e lhe desejar uma boa leitura e uma boa diversao.

Victor Leén e Bruno Scdrdua
Julho de 2022
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EqQuAcOEs DIFERENCIAIS LINEARES DE PRIMEIRA

ORDEM

Este primeiro volume trata de equacoes diferenciais ordinarias, ou
seja, grosso modo de equagdes envolvendo uma func¢do de uma tnica
variavel e suas derivadas. Neste primeiro momento, mais importante
do que formalizar em sua plenitude o conceito de equagdo diferencial
ordinéria, é motivar a sua nocdo intuitiva. Podemos pensar em uma
equacdo diferencial ordindria como uma equagdo envolvendo uma
fungdo de uma variavel (em geral pensamos nesta varidvel como o
tempo) e suas derivadas de até uma certa ordem. A ordem maxima
destas derivadas é a ordem da equagdo diferencial. Veja que no
momento ndo estamos preocupados com tecnicalidades, mesmo que
importantes, como por exemplo o dominio de defini¢do ou a classe
de diferenciabilidade (derivabilidade) da equacédo diferencial (dos seus
coeficientes). O que nos importa é motivar o conceito e o estudo
destas equagdes comegando pelo caso mais simples destas. Resulta
ser este o caso linear de primeira ordem que passamos a estudar em
etapas consecutivas com crescente grau de complexidade. Desta forma,
o primeiro caso a ser estudado é o caso linear de primeira ordem
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com coeficientes constantes. Vejamos este caso come¢ando por um
importante exemplo.

1.1 EsTtupo pA EQUAGAO: ' + ay = b

Estudaremos entdo a equagdo diferencial da forma
Y +ay=">

sendo que a e b sdo constantes e y é uma funcdo real de uma variavel
real .

LL1 A lei de desintegracdo do radio

Em 1902, Ernest Rutherford e Frederick Soddy sugerem que a taxa de
variagdo da quantidade de radio em um processo de desintegracgao, é
proporcional a quantidade de radio em cada momento. Assim, se Q)(t)
é a quantidade de radio no instante ¢, temos que existe £ < 0 tal que

Q'(t) = kQ(1). (LL)
Multiplicando por 1/Q(t) em ambos os lados de (1.11) temos

Q'(t)
Q(t)

(nQ(1) =k

2
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logo integrando de 0 a ¢ (t > 0) temos

/Ot (InQ(s)) ds = /Ot ks

InQ(t) —InQ(0) = kt
t
In (%) =kt
portanto a solugdo de (1.11) é dada por
Q(t) = Q(0)e*, para todo t > 0. (11.2)
A equacdo (L1.1) é um caso particular da equacédo diferencial
y+ay=>0,t>0 (113)

com a, b € R. Uma solugdo de (1.1.3) é uma fungdo ¢ : [0, +00[— R
com derivada continua, tal que

¢'(t) + ap(t) = b, para todo t > 0.
Quando a = 0 temos que a equacédo (1.1.3) é dada por
y'=bt>0 (11.4)
com b € R. Integrando ambos os lados de (1.1.4) temos

y=>bt+c
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onde ¢ é uma constante. Conclusao: Toda solucgdo de (1.1.4) é da forma
o(t) = bt + ¢, paratodot >0 (115)

onde ¢ é constante. A equacdo (1.1.4) é um caso particular de (1.1.3).
Consideremos agora o caso b = 0 assim temos a equagdo

v +ay=0,t>0 (1.1.6)
com a € R. Multiplicando e* ambos os lados de (1.1.6) tém-se

e(y +ay) =0
y'e™ + y(ae™) =0
(ye) =0

integrando temos que

yeat =c

onde c é constante. Entdo y = ce™ .

Conclusio: Toda solugdo de (11.6) é da forma
©(t) = ce”™, paratodot >0 117

onde ¢ é constante. A equagdo (1.1.6) é por sua vez um caso particular
de (1.1.3).

Suponha que a # 0. Multiplicando e* ambos os lados de



