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Retrato hipotético realizado por Rita Greer

“The power of any string is in the same
proportion with the tension thereof”

A for¢ca de uma mola é proporcional
a sua distensdo.

Robert Hooke (1635-1703).

[lustrag@o de experimento realizado

por Robert Hooke, em 1678.
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Apresentacdio

A engenharia de estruturas ¢ de uso muito amplo e envolve projetos de diversos
dispositivos modernos de dimensodes gigantescas a pecas muito pequenas. Isto implica que ela nao
¢ sO necessaria em projetos de pontes e edificios, mas também em projetos de avides, de navios, de
veiculos, de maquinas em geral e até em estudos de 6rgdos de animais e de plantas vivas, designada
como biomecanica.

O estudo da analise de estruturas deve ser iniciado pela determinagdo de esforcos e de
deslocamentos de estruturas constituidas por barras, por serem mais simples de serem analisadas.
Mas esta aprendizagem inicial servira de base para todas as teorias mais avancadas que conseguem
examinar o comportamento das estruturas constituidas por barras, cascas e so6lidos, feitas com
diversos materiais, tais como ago, concreto, madeira, plasticos, solo e rocha.

O ensino de analise de estruturas deve ser iniciado por meio de uma sistematica simples,
mas muito bem conceituada. Esta introdu¢@o da analise de estruturas ¢ fundamental para facilitar o
estudo das diversas generalizagdes dos diferentes tipos de analises necessarios ao desenvolvimento
avancado das estruturas. Assim, a aprendizagem dos dois métodos classicos de analise, o0 método
das forgcas e o dos deslocamentos, é fundamental para todos os engenheiros que labutam em
projetos de estruturas.

O professor Humberto Lima Soriano ¢ um escritor de livros de teorias envolvendo diversas
técnicas avangadas: elementos finitos, analise matricial de estruturas, analise dindmica, etc. Assim,
ele ¢ mais do que capacitado a escrever livros sobre analise de estruturas com formulagdo classica,
de forma a permitir que o futuro engenheiro possa lidar com as teorias mais avancadas, estudando
inicialmente as teorias basicas com um rigor matematico € mecanico.

O livro trata da analise de estruturas constituidas por barras na sua maior amplitude de
estruturas planas e espaciais como trelicas, grelhas e quadros. O primeiro método ¢ o das forcas
também designado por método da flexibilidade ¢ o segundo método € o dos deslocamentos ou
método da rigidez. O método das forcas ¢ a base para o estudo do estudo avancado dos modelos
com elementos de contorno. Por outro lado, os principais programas de andlise, sejam eles de
estruturas civis, mecanicas, aeronauticas e navais, se baseiam no método dos deslocamentos, que
generalizado se transforma no método dos elementos finitos.
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O livro ¢é destinado ao curso de graduagdo de varias engenharias sejam elas civis,
mecanicas, navais e aeronauticas. O grande mérito do livro é que os conceitos sdo apresentados
com o maior rigor possivel.

B. Ernani Diaz

Dr.-Ing., Dr.-Eng.

Professor Titular, Professor Emérito da UFRJ
Membro da Academia Nacional de Engenharia

viil
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Prefacio

O projeto de uma nova estrutura e/ou modifica¢do de estrutura existente requer analises
que prevejam o comportamento estrutural para efetuar o devido dimensionamento. Por essa razao,
uma importante area da engenharia ¢ a Andlise de Estruturas, dividida em varias disciplinas.

Este livro ¢ uma continuidade da obra Estatica das Estruturas de minha autoria, que pode
ser utilizado de forma independente, porque se inicia com um resumo dos necessarios
fundamentos. Sugere-se que seja adotado apds a disciplina de Estatica das Estruturas ou Isostatica
e ap6s a de Resisténcia dos Materiais ou Mecdnica dos Solidos, em disciplina que costuma ser
chamada de Mecdnica das Estruturas, Teoria das Estruturas ou Hiperestatica. Isto porque neste
livro estdo detalhados os topicos de andlise das estruturas constituidas de barras e estaticamente
indeterminadas.

A presente abordagem ¢ classica, propria a ser utilizada com calculadora de bolso, e tem as
vantagens de fundamentar os métodos numéricos de andlise, de promover a compreensdo do
comportamento das estruturas constituidas de barras e de facilitar a interpretagdo de resultados de
analises automaticas dessas estruturas. Substitui de forma ampla e didatica, com melhor
apresentacao grafica e detalhamento, o livro Andlise de Estruturas — Método das Forgas e Método
dos Deslocamentos, em que sou o primeiro coautor. Antecede a formulagdo matricial de analise de
estruturas que tratei em livro a parte e que é matematicamente mais concisa e¢ geral, mas sem
significado fisico evidente e voltada para uso com computador.

Procurei escrever com rigor conceitual € matematico, mas de forma simples e com
destaque da visdo mecanica e das contribui¢des pioneiras nos diversos temas. Isto para facilitar e
estimular o leitor na aquisicdo de amplo embasamento para estudos mais avangados de analise.
Cada capitulo se inicia com uma justificativa de sua inclusdo, juntamente com descrigcdo geral das
correspondentes secdes. Segue com o desenvolvimento destas, cujos conceitos, teoremas, métodos
e/ou processos estdo ilustrados em exemplos conceituais ¢ numéricos (de resultados com cinco
algarismos significativos, para melhor evidenciar precisdo em verificagdes de equilibrio). Finaliza
com a proposicao de exercicios para resolucdo (em grande parte baseados em pratica da
engenharia) e de questdes para reflexao, na ordem dos temas expostos e em dificuldade crescente.
Ao todo sdo 110 exemplos detalhadamente explicados, 97 exercicios propostos com diversas
subdivisdes e 146 proposi¢cdes para reflexdo. Como em toda area de conhecimento que utiliza
modelos matematicos, a resolucdo de problemas e a reflexdo sobre os correspondentes temas ¢ a
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melhor forma de testar, consolidar aprendizagem (de como se faz e por que se faz) e conquistar
satisfagdo pelo saber adquirido. E, como na vida, aprende-se com os erros ao encontrar o caminho
para os acertos.

Espero que este livro alcance o objetivo de ser Util ¢ agradego antecipadamente aos leitores
que compartilharem comigo suas impressoes no enderego eletronico sorianohls@gmail.com.

Sou grato aos colegas que apresentaram sugestdes durante o desenvolvimento dos
manuscritos ¢ aos alunos que, com suas perguntas, exerceram influéncia na forma de exposi¢ao do
presente contetdo. Além disso, cumpre-me registrar sinceros agradecimentos a Faculdade de
Engenharia da UERJ, pela oportunidade de desenvolver os manuscritos na qualidade de professor
titular, a Editora Livraria da Fisica, pela confianca nesses manuscritos ao transforma-los em livro,
¢ a minha familia, pelo continuado incentivo e apoio afetivo durante todo esse percurso.

Famberto Lima Soriane

Humberto Lima Soriano

Formulagao Maticial e Implementagto
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Fundamentos

Qual € o objetivo e como este livro esta estruturado?

Este livro apresenta formulagdes classicas de analise de estruturas constituidas de barras, que
antecedem a formulag¢@o matricial de estruturas, propria para uso em programagao automatica. Trata-
se dos teoremas de energia e dos principais métodos de analise de estruturas em que as equagdes da
Estatica ndo sejam suficientes, denominadas estruturas hiperestaticas. E para que essas teorias
estejam autocontidas neste livro, este capitulo apresenta um resumo de seus fundamentos.

Em descrigao deste capitulo, a proxima se¢ao expde conceitos basicos de analise de estruturas.
A Secao 1.2 trata da identificacdo da estabilidade estatica nas estruturas constituidas de barras,
essencial em analise, e a Se¢do 1.3 apresenta os diagramas tensdo-deformacdo que caracterizam
propriedades elasticas utilizadas em analise das estruturas hiperestaticas. J& a Se¢do 1.4 aborda os
temas energia de deformacao elastica e trabalho das forcas externas, fundamentais ao desenvolvimento
tedrico dessa analise. E em complemento a este capitulo e a todos os demais, as duas ultimas segdes
propdem a resolucao de exercicios e a reflexdo de questoes.

Quanto a continuidade deste livro, o proximo capitulo apresenta os teoremas e métodos de
energia em estruturas constituidas de barras. O terceiro capitulo trata da constru¢do de modelos
reduzidos de estruturas simétricas, de analise com menor volume de célculo do que os dos respectivos
modelos completos. O quarto capitulo desenvolve o Método da For¢a Unitdria destinado a obtengao
geral de deslocamentos em estruturas constituidas de barras, o que é fundamental ao Mértodo das
Forgas tratado no quinto capitulo e que objetiva a analise das estruturas hiperestaticas. O sexto capitulo
detalha o importante Método dos Deslocamentos, que em formulagdo matricial ¢ amplamente
utilizado nas programagdes automaticas atuais ¢ que antecede o desenvolvimento do Método dos
Elementos Finitos tratado em livro a parte. E, no sétimo capitulo, o Método dos Deslocamentos esta
particularizado ao Processo de Cross, para a analise expedita das estruturas hiperestaticas de nos
rigidos, principalmente as que tém apenas rotacdes nodais como graus de liberdade. O tultimo
capitulo trata de linhas de influéncia para a determinacdo de deslocamentos e esforgos extremos em
estruturas sob forcas moveis que ndo desenvolvam forgas de inércia relevantes, como as usuais
pontes rodoviarias e ferroviarias. E para suporte a elaboragdo dos dados necessarios a analise, um
apéndice detalha a definicdo e obtengdo das principais propriedades geométricas de superficies
planas, como as se¢des transversais das barras que constituem as estruturas reticuladas.
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1.1 — Revisao de conceitos basicos

As estruturas sdo sistemas fisicos capazes de receber ¢ transmitir esforcos. Em edificios,
pontes, veiculos e equipamentos, sdo as partes concebidas como resistentes, para o funcionamento e
utilizacdo dos mesmos. Em caso de estrutura a construir ou a modificar é necessario predizer o
correspondente comportamento sob as a¢des previstas a ser aplicadas, para a tomada de providéncias
que garantam o atendimento de critérios de resisténcia, rigidez e estabilidade, com vista a seguranga
em determinado prazo, de forma economica, estética e sem danos ao meio ambiente. Para isto, as
estruturas podem ser verificadas através de modelos fisicos em escala reduzida de laboratorio ou em
real grandeza in loco. Contudo, é mais pratico ¢ econdmico analisa-las de forma logica, a partir de
principios ou leis fisicas e hipdteses simplificadoras, que fundamentam uma determinada teoria. E
como esquematizado na proxima figura, uma analise compreende:

1 — Construgio de um modelo matematico que simule o comportamento previsto.'

2 — Resolugdo das correspondentes equagdes, obtendo-se quantificagdes das variaveis relevantes
que descrevem esse comportamento denominado resposta da estrutura.

3 — Interpretagdo ¢ identificacdo da pertinéncia dessas quantificagdes, com avaliagdo da adequacdo
do modelo adotado e/ou da necessidade de eventuais modificacdes desse modelo e/ou da estrutura,
até a obtencao de resultados julgados adequados para a elaboragdo do correspondente projeto.

Principios ou leis fisicas e
hipoteses simplificadoras Resolucao
— Detalhamento
Sistema fisico L. da estrutura
——
(st Modelo matematico Resultados para a sua
\‘?_/ v\‘7/ realizacdo
-
Andlise Projeto

Figura 1.1 — Concepcao de uma estrutura.

Uma aproximagao intrinseca de toda analise matematica de estrutura ¢ a idealizacdo da matéria
como meio continuo deformavel, em que as agdes (externas) provoquem uma distribui¢do interna
continua de forgas. Essas acdes também guardam aproximagdes e sao classificadas como:
concentrada

_ ativas
em linha ou

forcasexternas reativas

distribuida { em superficie
de volume
agdode temperatura
deslocamento prescrito

deformacgdes prévias por < pré- esfogo(protensio)

efeitode montagem

1 r1: r r 1 ~
Em analise, o termo estrutura é também utilizado com a acepcao de modelo.

2
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Capitulo 1 — Fundamentos

O termo for¢a tem sentido generalizado por ser utilizado na acepgéo estrita da grandeza for¢a
(de unidade newton), além de dizer respeito a grandeza momento de for¢a (de unidade newton vezes
metro). De forma analoga, o vocabulo deslocamento ¢é utilizado na acepcio de translacdo, assim
como de rotagdo.

Os modelos de estruturas classificados na Subsecdo 1.1.2 devem atender a propriedades
mecanicas de seus materiais, a condi¢oes de equilibrio e a condigoes de compatibilidade.

Propriedades mecanicas sdo identificadas em experimentos de laboratorio, como o ensaio de
tragdo simples descrito na Segdo 1.3.

Condigoes de equilibrio estatico sdo decorrentes da primeira lei de Newton que se desdobra
nas equagoes de equilibrio da Estatica apresentadas na Subsegdo 1.1.5. E a estabilidade desse
equilibrio esta descrita na Segao 1.2.

\

Condigdes de compatibilidade dizem respeito a continuidade idealizada na matéria ¢ as
continuidades em interfaces da estrutura com o meio exterior (condigdes de apoio). Essa idealizagdo
conduz aos conceitos de fensdo e de deformagdo, apresentados na proxima subsecdo. Com o
conceito de tensdo em barras idealizadas nos correspondentes eixos geométricos, definem-se os
esforgos seccionais como detalhado na Subsecgdo 1.1.4. E com esses esforcos, a continuidade interna
a estrutura particulariza-se em continuidade de deslocamento e de declividade dos eixos geométricos
deformados, a menos que haja dispositivo concebido para que ocorra descontinuidade de certos
componentes de deslocamento e em determinado ponto, denominado articulagdo.

As Normas Técnicas de cada pais estabelecem procedimentos para ensaio de materiais e
condigoes gerais que devem ser atendidas em analise, projeto, execucao e controle das estruturas.

1.1.1 — Defini¢coes de tensido e de deformacao

Diferentemente que o modelo atdmico atual, a vantagem da idealizacdo comportamental da
matéria como meio continuo deformavel € poder utilizar o calculo infinitesimal e integral (com base
nos conceitos de fensdo e de deformagdo que se relacionam através de propriedades de material) no
desenvolvimento de teorias de resultados macroscopicos comprovados experimentalmente.

Para definir a grandeza fensdo (mecdnica), seja um corte imagindrio de um componente
estrutural em equilibrio sob for¢as externas, como ilustra a proxima figura em que AF ¢é a resultante
da forca interna distribuida (consequéncia da idealizagdo do efeito de uma parte do componente
sobre a sua outra parte) em uma pequena superficie plana de area AA desse corte.

Figura 1.2 — Se¢do em um elemento estrutural em equilibrio sob forgas externas.

3
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Define-se o vetor tensdo na proximidade infinitesimal de um “ponto material” como:

. AF
VY (1.1)

sem alterar a normal a se¢do de corte a medida que se reduz AA, e em que a intensidade desse vetor
. ~ . , 2
tem dimensao de forca por unidade de area.

Em anadlise, esse vetor ¢ considerado atraveés de seus componentes cartesianos, como mostra
a parte esquerda da figura seguinte e sob a forma:

P=0,+T=0,+T,+T,, (1.2)

Nessa decomposicao, 6y ¢ a intensidade do vetor fensdo normal e T, a intensidade do vetor
tensdo de cisalhamento, que por sua vez estd decomposto nos componentes de intensidades Tyy € Txs.
Logo, em um paralelepipedo elementar sob tensdo, podem ocorrer os componentes de tensdo
representados na parte direita da mesma figura, o que é denominado estado multiplo de tensdes € em

que (Txy=Tyx), (Txz=Tz) € (Tyz=Tzy), por questdo de equilibrio de rotagdo do paralelepipedo.

X
AX T

Ox
xy & Tx 7
Ty —_—
T, 07
c Tyz| 2
Y4

y

Figura 1.3 — Componentes de tensao.

Com a deformagdo de matéria idealizada como meio continuo, os correspondentes pontos
tém deslocamentos relativos entre si, sem que haja a formacdo de vazios. Assim, seja u(x) uma
funcdo continua do deslocamento de ponto ao longo de uma dire¢do coordenada denotada por x,
funcdo esta de representagdo ilustrada na parte esquerda da proxima figura. Define-se a deformagdo
linear (especifica ou unitdaria) em um ponto A e na dire¢do x, como:

5 = e Y BB (1.3)
Ax—0 AX Ax—0 AX ’

A virgula como indice indica derivada em relacdo a variavel que lhe segue também como
indice. Assim, a deformagao &, € a razdo da alteracdo do comprimento de um elemento infinitesimal dx
do meio continuo, sendo uma grandeza adimensional. E de forma semelhante, definem-se as
deformagdes lineares (g,=v,) e (¢,=w,), em que v ¢ w denotam os deslocamentos nas diregdes y € z,
respectivamente.

Considera-se, agora, a distor¢ao de um elemento plano infinitesimal dx-dy como mostra a parte
direita da mesma figura. Define-se a distor¢do ou deformagdo angular (especifica) como:

% A idealizagdo da matéria como meio continuo e as descritas concepgdes de tensio e de deformagio (pequena)
foram apresentadas pelo matematico francés Augustin-Louis Cauchy (1789-1857), em 1822. Trata-se de
abstragdes de calculo uteis em estudo do comportamento macroscopico dos sélidos deformaveis.
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