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APRESENTACAO

mbora eu tenha graduagio em Fisica e Matemitica, o livro “Notagio de

Dirac para quem tem pressa em aprender Mecanica Quéntica”, ndo é um

livio nem de matematica nem de fisica, pois ndo apresenta o rigor tipico
dessas duas disciplinas. Esse livro destina-se aqueles que querem compreender
o instrumental matematico da mecénica quantica, mas nio tém tempo de se
debrugar sobre a dlgebra linear que ¢ o cerne da notagio de Dirac. Procurei,
de forma clara e sucinta, escrever essa obra para que o leitor encontre, em um
unico lugar, todos os pré-requisitos necessdrios para entender esta maravilhosa
ferramenta: nimeros complexos, matrizes, vetores, probabilidade e estatis-
tica. Claro que a funcio deste livro é dar um pontapé inicial para que o leitor
possa, de forma segura, acompanhar livros mais complexos como o clissico
“Mecanica Quintica Moderna”, do Sakurai.

Tive contato com o Formalismo de Dirac pela primeira vez durante uma
p6s-graduacio em Fisica moderna e contemporinea, na UFPA, em 2008,
e, mais tarde, no mestrado da PUC de Minas, com o professor doutor Lev
Vertchenko. Quem ja teve contato com essa ferramenta se surpreende com sua
simplicidade e beleza nas previses dos fendmenos quinticos. Agradeco aos
professores doutores Silvana Perez e Jodo Protdzio pelo tempo que disponibi-
lizaram para a leitura deste trabalho e suas valiosas contribui¢ées. Um agrade-
cimento muito especial ao grande mestre José Luiz Lopes, professor da UFPA,
por todas as sugestoes, criticas que aconteceram ao longo da criagdo desta obra.

ESPCI'O que o leitor sinta tanto prazer em ler quanto O que tive em escrevé-la.

Maio de 2017






PREFACIO

conhecimento fisico da Natureza, agregado nos ultimos tempos, nos

ensinou que nossa realidade cotidiana, povoada de vida, corpos e luzes, é

uma infima parte de uma instdncia macrocésmica, povoada de galixias
e vazios, que se estende até uma escuriddo, onde o além reside na imaginacio
e no infinito. Ao mesmo tempo sabemos que o comportamento das coisas em
nossa realidade particular ¢, também, o resultado da composi¢io dos estados
dos elementos muito pequenos que povoam uma instincia submaterial povo-
ada por dtomos, com quarks e elétrons, conhecida como a instancia quéntica
da Natureza.

Todas as instancias sdo permeadas por um argumento comum, a energia,
e formam o corpo epistemolégico da Natureza do Universo.

A Fisica, ciéncia que busca as Leis da Natureza, dialoga com esta pela lin-
guagem légica, sem verbos e predicados: a Matemitica, e procura estabelecer
modelos que fundamentem uma teoria, conjunto de articulagbes/equagdes, que
permitam antecipar comportamentos e testd-los, para avaliar a confiabilidade
dos argumentos conceituais que a estruturam. A instincia quintica tem-se
modelado por meio da Mecanica Quantica, a teoria que se tem desenvolvido
conflavelmente no ultimo século, cuja credibilidade estd cada vez mais forta-
lecida pelas tecnologias geradas e incorporadas aos variados setores da vida
humana.

As formas de escrever esta Mecinica Quantica foram brilhantemente
sintetizadas por Paul Dirac, criando uma notagéo eficiente, os Kets e os Bras,
para identificar estados quanticos de um sistema como um vetor do espago de
Hilbert e otimizar a dlgebra da Teoria Quintica.

Neste livro prodiditico, o professor Nonato Reis conduz, no sentido de
um regente, com maestria, a aprendizagem dos que “tém pressa’, isto ¢, aque-
les interessados no tema, mas que exigem clareza, objetividade e coeréncia,
para uma compreensio exitosa, seja por necessidade académica ou mesmo por

diletantismo intelectual. Por quatro capitulos concatenados, ele monta, como



os verdadeiros professores sabem fazer, o arcabougo légico e a estrutura semié-
tica que fundamenta o objetivo final da publicagio, nos trés tltimos capitulos.
Além disso, o autor, com leveza raramente encontrada em outros escritos que
abordam temas dridos como o aqui tratado, leva o aprendiz pela mio, passo
por passo, exercitando com ele, para marcar nas células do hipocampo uma
memoria nio efémera, somando e tecendo as cadeias racionais até consoli-
dar, nos capitulos cinco e seis o senso hilbertiano sobre o qual a sagacidade e
o envolvimento de Dirac encontraram fertilidade e sucesso em simplificar o
trato com os operadores e seus significados.

Uma obra para todos os interessados em lidar com os mistérios do
Universo, compreendendo a linguagem da Natureza, no afa de compatibilizar
a instdncia quéntica com aquela que nos rodeia de imediato, sejam eles provo-
cados pela ciéncia, pela fantasia ou pela poesia.

José Luiz Lopes



UNIDADE 1

Nimeros Complexos
1. Numero Imaginario
Minibiografia Euler (1707-1783)
2. Nameros Complexos
OperacGes entre Complexos
Formula de Euler
Plano de Argand-Gauss

UNIDADE 2

Matrizes e Determinantes
1. Introducéo a Matrizes
Minibiografia Heisenberg (1901-1976)
2. Matriz Identidade
Igualdade de Matrizes
Adicéo de Matrizes
Matriz Oposta a uma Matriz M
Produto de um Numero por uma Matriz
Produto de Matrizes
Matriz Transposta
Matriz Simétrica
Matriz Inversa

SUMARIO



3. DBIBIMINANTES .ottt e e e e e et e e e e e e e eeeeseeneaa 40

Determinante de Matriz Quadrada de Ordem 2 ........cccoooveeiieincciiienee 40
Determinante de Matriz Quadrada de Ordem 3 ..........ccocovviinnininsirinee, 41
MALAZ AQJUNTA oo 47
Inversa de uma Matriz Adjunta ...........ccoeveeriieeceiesee e 48
Matriz HErmitiana ..........ccooveiiiiiee e 48
Propriedades da Matriz Hermitiana ............ccccoovveveieinciece e 50
TEAGO 1.ttt ettt e a0
UNIDADE 3
VBLOIES.........oeeeic s 51
1. INrOdUGED 8 VETOTES ... 52
2. VBEON UNITATIO ..t 53
3. Representacao Algébrica de VBIOreS.........coevvvevveeneireerce e 55
4. AIGEDIA VELOTIAL .. ..o s sne e 55
AIGAD ... e 35
Regra do Poligon0..........ceiveiiieicece e 56
Regra do Paralelogramo .........cccoeeveeceiieiecce e 56
0. VBION NUID ... 58
6. Produto INterno ou ESCAIAr...........c.ceiiiiiiiiiice s 61
7. Desigualdade de Cauchy-SChWArz ............ccccovvvveeiiiiiiccisece s 63
8. Representagao Matricial.............cooviiiiiiiiiiccceec e 65
9. Projecdo 0rtogonal de A SOBIE B ........vvveeeeeveeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeseeeeens 67
10.Produto VB0l ........cooeieeice e 70
11.Vetores Linearmente Dependentes e Independentes.........ccccveveveeeeverennee. 73
T2 BASE ... 74

13.BaSES OrfONOIMIAIS ...ttt 75



14. AULOVAIOIES B AUIOVETOTES ...ttt e e eee e s 77

15.DIag0NANZAGAD. ... 81
UNIDADE 4
Probabilidade e Estatistica ......................cccooooriiii 85
1. Probabilidade € estatiStica............ccceervrrieeiiireee e 86
Probabilidade ..........o.ooiiii e 86
Chaves em série € em PAralelo ...........ccoevvevevveirieeice e 87
Eletronica digital.............coviiiieieieice e 89
NOGOES de EStALISTICA.......cveveeeeeeieeee s 92
Valor esperado € Valor MEMIO ........ceevveeveieeee e 96
UNIDADE 5
Notagao de DiracC ...............cccooovviiiii e 97
Minibiografia Dirac (1902-1984) ..o 98
1. NOtAGA0 A8 DirAC ... 99
2. ESPAGO DUAI ... 101
3. Produto INTBrMO ... 102
4. Normalizando Um VBLOI ..o 107
9. Até 0Nde CNBGAMOS .....o.veviieeeieiecee e 107
6. Probabilidades ..........cooviveiiiiieece e 109
7. SUPErpOSIGA0 & StAUOS ......cvvveveeceiiieieece e 111
8. POIAMZAGA0 A IUZ ..o 112
9. 0 spin (Momento Angular Intrinseco) do foton............cocoeeiiiirccnininine 114
10.0 SPIN A0 BIEITON........veveeeieeceeceee e 115

11.Desigualdade de Cauchy-SChWArtzZ ...........cccoeueiinineeee e 118



UNIDADE 6

OPEIAONES ..o s 119
1. OPBIAAOIES ..ottt 120
INtroduGa0 @ OPEIAUOIES .....c.eveveeeieieieeeieee e 120
Operador produto BXEEINO ..........ccveveevereieieecieecteecee s 120
Representagao de Um OPerador ..........coovoeeveeieeeseee e 121
Trago de UM OPEIAGON .......ccovoveeiiiiiriieiiei s 123
Autovalores € aUIOVELOMES ........cooveuevrieiriceecee e 124
Existéncia de degenereSCANCIA........covevevveireeeeeeecre et 127
Valor esperado ou médio de um ODSEIVAVEL..........cceeveevvevieecece e 128
OPErador PrOJBLON......c.eveveieieeeieesie e seenas 129
Relagao de completeza ou fechamento...........ccccoreceiiirccicniscceee, 130
Operador NErMItIAN0 ........ccocveviiviicieiceec e 137
COMUEAAON ... 138
ANLCOMUEAAON ... 139
A 1E1aGA0 08 INCEIBZA.........oeeieiieieieeee s 139
Matrizes de PaUl.........ccoiiiiiiee e 141
UNIDADE 7
Fisica QUANLICA...............ccooiniicc 157
1. Um Passeio pelo Desenvolvimento da Fisica Quantica................ccccc........ 158
INTTOAUGED ... 158
2. A Equacao Fotolétrica de Albert EINSteIN..........coovvvviviiiicecee 158
3. 0 modelo Atomico de Bohr e 0 Atomo de Hidrogénio..............c.coeveeee.... 161
O O =Ty (0 0] 010 (04SP 163
5. Dualidade onda-partiCula ..........ccovevveveiicieeee e 165
6. A equacao de SCrOGINGEN .......ccoviveueiiiireieee e 166



OPBrAAOIES ...ttt ettt 167

Interpretagao de Max BOrn ... 168
. Principio da Incerteza de HEIiSENDErg.........covevvevvevieeceiececece e 169
. Postulados da Mecanica QUANTICA..............cceevrreiereieriseeee s 170
POSTUIAAOS ... 171
Uma Breve Historia do SPin...........c.ccoveeiieiieeceeecees e 173
GADAItOS ..o 181

Bibliografiad .............cooovevviieceee e 187






UNIDADE

AN SN AN IS

NUMEROS COMPLEXO0S

CONCEITOS E APLICAGOES

1. NUMEro IMAGINANIO .....covveveee e 18
Minibiografia Euler (1707-1783 ..o, 19
NUMEroS COMPIEXO0S........cevvivererieriieeesiee e 20

2. Operac0es entre COMPIEX0S.......c.ovvveeereriririeeeeeeee e 21
FOrmula de EUIr ... 23

Plano de Argand-Gauss ...........ccceeveeueeereeeeeceeeeeeee e, 25



UNIDADE 1 18
Y

1. Nimero Imaginario

Assim como houve necessidade de se criar 0s numeros negativos
para a resolugdo de equacgdes do primeiro grau, do tipo x + 1 = 0,
houve também necessidades de se criar o nimero imaginario i = \- 1
ou 2= -1, para a resolugdo de equacdes do tipo x> + 1 = 0. O nimero
imaginario i foi introduzido por Euler’ no século XVIII. A equagéo x + 1
= 0 tem uma Unica solugado: x = -1 e a equagdo x2 + 1 = 0, tem duas
solugdes -ieiou-+-1e~-1.

Observe que:

o =1

"=

2 = -1
B=i2.i=(1).i=-i
=2, 2=(-1).(-1)=1
=it i=1.i=i

EXERCICIOS

1. Qual a solucdo da equagdo x2 + 4x + 5 = 0, sendo i a unidade

imaginaria?
a)-1+i d)-2(1+i)
b)-2 £i e)-2 £ 3i
c)1+i

2. Sendo i a unidade imaginaria, o valor de i'® + i &:

a)0 d) 1
b) i e)-1
C) -i

3. Sendo i a unidade imaginaria, ent&o: 25 + i3 - {1 + {5 & igual a:

a)-1-i d)1+i
b)-1+i e)0
c)1-i

*A primeira pessoa a considerar a raiz quadrada de um nimero negativo, foi o
matematico italiano Girolamo Cardano (1501-1576)
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Minibiografia

Leonhard Euler nasceu em Basel na .4
Suica, em 15 de abrilde 1707. Estudou
matematica com Jacob Bernoulli,
tornando-se amigo dos Bernoullis,
que o levaram para ser professor
de matematica e fisica na
Russia, a convite de Catarina I.

Euler, trabalhou em todas
as areas da matematica: &
geometria, calculo infinitesimal, 58
trigonometria, algebra e teoria &
dos numeros. Introduziu varias |
notagdes por meio de seus °
livros e artigos, tais como: ?
f(n), notagdo modema para as "%
fungbes, = para a somatoria,
i para a unidade imaginaria e 7%
popularizou 0 T como sendo a razdo %
entre o comprimento € o diametro da
circunferéncia.

Euler morreu em 18 de setembro de 1783, em Sao Petersburgo.

EULER (1707-1783)
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2. Nimeros Complexos

,,,,,,

No seu livro: "17 equagbes que mudaram o mundo”, lan
Stewart afirma que:

“A equacao de onda classica define ondas no espaco, e sua funcdo é
uma fungdo numérica no espacgo e no tempo. O mesmo vale para a equa-
¢do de Schrédinger, mas agora a fungdo onda assume valores comple-
X0S, ndo apenas reais”.

Fisica Quantica, eles também sido usados na engenharia,
eletromagnetistmo e Teoria do Caos. Mas afinal de contas,
como podemos representar graficamente um numero
complexo?

O “plano complexo” consiste em uma reta horizontal para os
numeros reais e uma reta vertical para os numeros imaginarios.
Observe a figura (1) onde representamos o0 numero 2 + 4i.

AEixo imaginario

54
41----n-- °
+ + + + + + ; + + + + Ei |
54 3 24| 1234506 > Eixorea
1.2
1.3
14

Figura 1 - Representagao grafica de um niumero complexo.

Um ndmero complexo na sua forma algébrica é representado por:
z=a+b.i,onde a é a parte real de z e b e a parte imaginaria de z.



