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Prefacio

Em principio, ndo parece dificil escrever sobre o tema equagdes diferenciais, pois existem
vdrios textos que discorrem sobre 0 assunto, tanto em nivel introdutério quanto especializado.
Encontramos na literatura vérios textos que abordam em separado as equagdes diferenciais
ordindrias e as equagdes diferenciais parciais, bem como aquelas lineares daquelas ndo li-
neares e, enfim, livros que abordam apenas técnicas para a possivel resolu¢io envolvendo o
cardter numérico, isto é, utilizando softwares especificos para a discussao da solugdo.

Esse texto, dividido em dois volumes, difere da grande maioria dos textos, pois aborda
as equacdes diferenciais ordindrias e parciais visando, principalmente, o estudante de enge-
nharia por entender que uma disciplina de equagdes diferenciais desempenha papel crucial
na vida de um futuro engenheiro, uma vez que ele vai se deparar com situagdes reais onde o
tema estd presente. Apenas para mencionar, aplicagdes de equacdes diferenciais ordindrias,
podem ser encontradas em problemas de oscilagdes (massa-mola) e circuitos elétricos, en-
quanto aplicagdes de equagdes diferenciais parciais, podem ser encontradas em problemas de
difusdo (equacdo do calor), na eletrostdtica (equagdes de Laplace e Poisson) e propagagio de
onda (equagdo da onda), dentre muitos outros.

Como ja acenamos, sdo muitas as possibilidades de uma classificacdo, pois o tema &
amplo e comporta vdrias frentes de abordagem. Aqui, em sendo um texto introdutério no
sentido de fazer com que o estudante se sinta apto a enfrentar problemas similares, temos
como objetivo o estudo de métodos analiticos para a resolucdo de equacdes diferenciais li-
neares. Com este norte, ndo vamos nos preocupar com as equagdes diferenciais ndo lineares
e nem tampouco com métodos numéricos. Em se tratando de um curso introdutério, sempre
que necessdrio, vamos mencionar uma particular referéncia, no seguinte sentido, por exem-
plo, se ao resolvermos uma equagdo diferencial emergir as chamadas func¢des especiais da
fisica-matemadtica indicamos um texto onde o estudante poderd aprofundar seus conhecimen-
tos.

Temos como objetivo principal apresentar métodos analiticos para a resolug¢ao de equacdes
diferenciais sendo que os exemplos serdo discutidos no que chamamos de passo a passo, isto

é, a resolucdo de um problema serd feita com suas passagens intermedidrias a fim de que o
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iv PREFACIO

estudante possa, com uma leitura direcionada para o tema, seguir as passagens que se fazem
necessarias de modo que a obtencdo da solucdo do problema seja uma tarefa simplificada
no sentido de sedimentar a teoria envolvida. E importante ressaltar que estamos focando na
resolucdo e ndo na teoria em si, isto é, apresentamos apenas o bdsico da teoria necessdria
a fim de que a abordagem do problema seja uma consequéncia natural da metodologia en-
volvida. Ainda que tenhamos direcionado nosso foco para as equagdes diferenciais lineares,
varias outras divisdes e/ou classificagdes sdo possiveis como, por exemplo, equacdes com
coeficientes constantes e equagdes ndo homogéneas, dentre outras.

Passemos, entdo, a ordenacdo do texto em seus dois volumes para, depois, discorrer so-
bre o conteddo especifico de cada um dos capitulos. Comegamos no primeiro volume com as
equagdes diferenciais lineares e as séries de Fourier enquanto, no segundo volume as transfor-
madas de Fourier e Laplace, como metodologias para a resolucdo das equagdes diferenciais
ordindrias e parciais. No primeiro capitulo do primeiro volume apresentamos as equacdes
diferenciais ordindrias com destaque para métodos elementares de integragdo, dentre eles,
reducdo de ordem, coeficientes a determinar e o cldssico método de Frobenius. Concluimos
o capitulo com sistemas lineares. As séries de Fourier sdo apresentadas no segundo capitulo,
com destaque para as formas alternativas e as séries de Fourier-Bessel e Fourier-Legendre
que desempenham papel importante quando da separacdo de varidveis nos sistemas de coor-
denadas cilindrico e esférico, respectivamente.

No primeiro capitulo do segundo volume apresentamos as transformadas de Fourier e
Laplace que, também, desempenham papel importante na resolucao de equagdes diferenciais
lineares, sejam elas ordindrias ou parciais. Aproveitamos para introduzir o conceito de fungao
degrau e fun¢do delta de Dirac que, ainda que ndo sejam func¢des no sentido estrito da palavra,
merecem um destaque pela sua grande utilidade. O problema da inversao das transformadas é
tratado sem o uso das varidveis complexas, tema este que foge do escopo do presente texto. O
segundo capitulo conta com o estudo das equacgdes diferenciais parciais lineares destacando
aquelas de primeira e segunda ordens. Apresentamos o método das caracteristicas e o cldssico
método de separacdo de varidveis que, com o contetdo apresentado nos capitulos anteriores,
permite discutir e resolver uma equagdo diferencial parcial linear.

O texto, em dois volumes, conta com uma série ampla e diversificada de exercicios sele-
cionados de modo a cobrir toda a parte tedrica apresentada no texto e, ao final, uma lista de
exercicios para o estudante resolver os quais contam com respostas e/ou sugestoes.

Por fim, gostariamos de agradecer aos leitores e suas possiveis contribuicdes.

Os autores.



Capitulo 1

Equacao diferencial ordinaria

Ainda que tenhamos mais de um tipo de equagdo diferencial, optamos por deixar o titulo
do capitulo no singular, pois no desenvolver da teoria, vamos apresentar as equacgdes diferen-
ciais ordindrias, homogéneas e ndo homogéneas, as equagdes diferenciais de primeira ordem,
dentre outras, porém sendo elas, uma particular equagdo diferencial ordindria.

E bem provével que vocé ji tenha ouvido falar em equagio diferencial, eventualmente
equacdo diferencial ordindria e/ou equagdo diferencial parcial, que, em muitos casos, pode
ser reduzida a um conjunto de equacdes diferenciais ordindrias, porém provavelmente, ndo
associou o conceito com o particular nome. A titulo de motivacdo mencionamos, a equacgao
diferencial que descreve a queda de um corpo sob o efeito do campo gravitacional, uma
equagao diferencial ordindria, e a equacdo diferencial associada a problemas ondulatérios,
neste caso uma equacao diferencial parcial.

Visto que o campo de estudo das equagdes diferenciais é muito extenso, devemos, desde
o principio, restringir nosso estudo. Este capitulo visa introduzir o conceito matematico asso-
ciado as equacdes diferenciais ordindrias de primeira e segunda ordens, em particular, as li-
neares. Atencdo especial serd dada as equacdes diferenciais ordindrias, lineares e de segunda
ordem com coeficientes constantes e, no caso dos coeficientes ndo constantes, apresentamos
algumas particulares dentre elas a equacao tipo Euler.

De modo a concluir a se¢@o envolvendo as equacdes diferenciais ordindrias, apresentamos
o método de Frobenius, introduzido através de uma equagdo de Bessel, associada a proble-
mas com geometria cilindrica. A equacdo de Legendre, uma equacdo diferencial ordindria
com coeficientes ndo constantes, associada a problemas com geometria esférica, também
serd abordada. A segunda secdo aborda os problemas de valor inicial e de fronteira que serdo
discutidos especificamente através de aplicagdes. O conceito de sistema de equacgdes diferen-
ciais ordindrias de primeira ordem, envolvendo o minimo da dlgebra matricial e o conceito

de exponencial de uma matriz, concluem o capitulo.
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A teoria serd apresentada de forma descritiva e operacional, com &énfase em algumas
técnicas de resolver uma particular equacdo diferencial ordindria e um sistema de equacdes
diferenciais ordindrias, em particular visando a obtengdo da solugdo analitica da respectiva
equacdo e/ou do sistema de equacdes. Sempre que possivel, um exemplo seguird imedi-
atamente apds o conceito apresentado. Ainda mais, neste texto ndo abordamos métodos
numéricos nem tampouco métodos computacionais. Ao final do capitulo o estudante encon-
trard uma lista de exercicios resolvidos bem como uma outra lista para exercitagdo, todos
com resposta e/ou sugestdo, a fim de solidificar a teoria brevemente apresentada no texto,
bem como uma bibliografia especializada onde pode ser encontrado o material visando um
aprofundamento do tema.

Como deve ter ficado claro, apenas com esse minimo introdutério, a nomenclatura desem-
penha papel crucial, afinal sdo varios nomes. Iniciamos o capitulo com uma parte introdutéria

sobre a nomenclatura e as defini¢cdes necessdrias para o desenvolver do texto.

1.1 Preliminares

Nesta secdo, vamos abordar as defini¢cdes das equacdes diferenciais ordindrias e parciais,
apresentar os conceitos de linearidade e de ndo linearidade, homogeneidade e ndo homo-
geneidade, ordem, dominio de validade, condi¢des inicial e de fronteira, além, € claro, da
respectiva notacdo, dentre outros. Ainda mais, vamos propor uma possivel classificagdo das
equacdes diferenciais, no sentido de restringir a parte tedrica ao minimo indispensavel, de
modo que nosso estudo seja simples e objetivo, sem que nos preocupemos em demasia com
o arcabougo da estrutura matemadtica formal. Neste livro R denota o conjunto dos nimeros
reais, R* o conjunto dos niimeros reais exceto o zero, enquanto R o conjunto dos nimeros

reais estritamente positivos.
DEFINICAO 1.1.1. EQUACOES DIFERENCIAIS ORDINARIA E PARCIAL

Seja x € R. Chama-se equagdo diferencial ordindria a relagdo funcional entre uma fungédo
incognita, denotada por y(x), de uma tnica varidvel independente, denotada por x, e suas
derivadas, além da prépria varidvel independente. Por outro lado, uma equagao diferencial é

chamada parcial se contém mais de uma varidvel independente.

Antes de passarmos a um exemplo, a fim de apresentar a nota¢cdo, mencionamos que aqui
comeca a nossa classificacdo. Neste capitulo ndo vamos abordar o estudo de equagdes dife-

renciais parciais, estudo que terd o Capitulo 2 (volume 2), a ele dedicado.
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EXEMPLO 1.1. NOTACAO

A situacdo mais geral de uma equagdo diferencial ordindria é

dy(x) d?y(x
F<x7ya )(;EC)7 d}.}x(Z)?):O

2 L. .. . .. dy . . .
Note que x € a Uinica varidvel independente e y a varidvel dependente, {‘(; ) a derivada primeira

&y(x)
2
varidvel dependente em relag@o a varidvel independente e F caracteriza a relacio funcional,

da varidvel dependente em relacdo a varidvel independente,

a derivada segunda da

neste caso numa forma implicita.

Por outro lado, para uma equacio diferencial parcial, escrevemos

, wow  Fw P )
x’y’z""’w’8x’8y7”"8x2’ax8y"" =

Aqui temos vdrias variaveis independentes x, y, z, ..., uma unica variavel dependente (incog-
nita) w = w(x,,z,...), %—: e %—V;, as derivadas primeiras da varidvel dependente em relagado as
Pw . %w

varidveis independentes x e y, enquanto 55 e dy? denotam as derivadas segundas da varidvel
dependente em relagdo as varidveis independentes, x e x,y, respectivamente, e F, na forma
implicita, caracteriza a rela¢do funcional. Ainda mais, a notag¢do para a derivada parcial d a
fim de distinguir da derivada ordindria, d. Como ja mencionamos, as equagdes diferenciais

parciais serdo apresentadas no Capitulo 2 (volume 2).
DEFINICAO 1.1.2. ORDEM

Definimos ordem de uma equacdo diferencial ordindria como sendo aquela da mais alta

derivada presente na equacao diferencial.

Antes de apresentarmos um exemplo especifico relativo ao conceito de ordem de uma
equacdo diferencial ordindria, destacamos a notagdo ' (linha), pois além de nfio causar con-
fusdo, simplifica a notacdo. Note que a simplificagdo estd por conta de termos uma unica

varidvel independente.
EXEMPLO 1.2. ORDEM DE UMA EQUACAO DIFERENCIAL ORDINARIA

Uma equagdo diferencial ordindria de segunda ordem, em sua forma mais geral, é dada
por F(x,y,y',y") = 0. Sendo x a varidvel independente, y a varidvel dependente, y' e y” as
derivadas da varidvel dependente em relacdo a varidvel independente de ordens um e dois,

respectivamente e F a relacdo funcional.
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EXEMPLO 1.3. NOTACAO ALTERNATIVA

Neste texto, salvo meng¢do contrdria, x € R. Admita ser possivel colocar a equacdo dife-
rencial ordindria de primeira ordem, escrita na forma implicita F (x,y,y") = 0, na forma

d

o= Y =f(xy)

chamada forma explicita, isto é, relaciona a derivada primeira da fungfo incégnita, y(x),
em termos de uma fun¢do que pode, em principio, depender das varidveis independente e
dependente, denotada por f(x,y).

Este caso se constitui no caso padrio, pois na grande maioria dos problemas, encontramos
a nota¢@o de uma equagao diferencial ordindria, com as derivadas explicitadas.

Denotamos por D o dominio de definicio da equagdo diferencial ordindria, escrita na
forma explicita, como sendo o dominio da fungéo f(x,y), admitido contido no plano R2.

Além de uma possivel classificacdo das equagdes diferenciais relativamente ao nimero
de varidveis independentes, isto é, equagao diferencial ordindria e parcial, a linearidade se

constitui numa outra possibilidade, que passamos a definir.
DEFINICAO 1.1.3. LINEARIDADE

Sejam x € R e y = y(x). A equagdo diferencial ordindria de ordem n, n =1,2,..., na
forma implicita
F(xyy,....y") =0

¢ chamada linear se F é uma funcéo linear das varidveis y,y', . .. ,y(”), caso contrario a equacao

diferencial ordindria de ordem 7 € dita ndo linear.
EXEMPLO 1.4. PENDULO SIMPLES

Uma notdvel equacdo diferencial ordindria ndo linear é a equagdo diferencial associada

ao movimento do péndulo simples [1]. Sejat > 0. A equagdo diferencial ordindria ndo linear

d2

@T(t) +w?senT (1) =0

onde w?> = g /¢ sendo £ o comprimento do péndulo e g 0 médulo da aceleragio gravitacional,
descreve o movimento do péndulo simples, a varidvel dependente 7'(¢) é o dngulo que o
péndulo oscilante forma com a vertical e a constante positiva w € a frequéncia do oscilador;

o termo de nfo linearidade aparece como argumento da fung@o seno, sen7'(t).



1.1. PRELIMINARES 5

Se considerarmos o angulo 7'(¢) como sendo pequeno, para o qual € vélida a aproximagéo

senT (t) ~ T(t), a equagdo diferencial ordindria ndo linear é conduzida na forma
d? 2

@T(t) +w T()=0

que caracteriza uma equacao diferencial ordindria, linear e de segunda ordem.

Aproveitamos esse exemplo para destacar que essa equagdo diferencial ordindria de se-
gunda ordem e linear tem coeficientes constantes, pois os coeficientes que multiplicam a
funcdo e a derivada segunda da funcio, sdo constantes, w” e 1, respectivamente.

Antes de prosseguirmos cabe um comentdrio em relacdo a possivel classificacdo. Como
ja mencionamos, ndo vamos nos ocupar com as equagdes diferenciais parciais e, a partir de
agora, vamos estudar apenas as equacdes diferenciais ordindrias lineares. Excecao fica por

contas das equacdes de Bernoulli e de Riccati, ambas de primeira ordem.
DEFINICAO 1.1.4. SOLUCAO

Seja x € R. Denomina-se solugio da equagéo diferencial ordindria uma fun¢do y = ¢(x),
definida num intervalo aberto I = (a,b) ou, alternativamente, a < x < b, chamado intervalo
de defini¢do da solugdo, tal que a substituicdo de y = ¢(x), com suas derivadas sucessivas,
até a ordem da equagdo diferencial, inclusive, convertem-na numa identidade em relacdo a

varidvel independente no intervalo a < x < b.

Como vamos ver a seguir, podemos ter solu¢des que sdo chamadas de solugdo geral,
solucdo particular, solugdo de um problema de valor inicial, dentre outras. Ainda mais,
o grafico de uma solugdo da equacdo diferencial ordindria é denominada curva integral da

equagao.
EXEMPLO 1.5. VERIFICACAO DA SOLUCAO

Sejam ¢ € R, a € R e x € R*. Determine o(s) possivel(is) valor(es) de a a fim de que a
fungdo ¢(x) = ce® seja solugdo da equagdo diferencial ordindria de primeira ordem e linear

2300 +xy(x) =0

Calculando a derivada, substituindo na equagao diferencial e simplificando, para x # 0, temos
c200+c=0:

Temos duas possibilidades. (i) ¢ =0, neste caso temos uma identidade e a solugio é y(x) =0,
independente de o, chamada de solugdo trivial. Em geral, estamos interessados em solucdes

distintas da solugdo trivial. (ii) Para ¢ # 0 temos 20t + 1 = 0 de onde segue a. = —1/2.
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Temos, entdo, a solugdo y(x) = ce /2. Visto que a solucdo contém uma constante
arbitrdria, dizemos que esta solug¢@o é uma solugdo geral da equacao diferencial ordindria de
primeira ordem e linear enquanto, no caso em que podemos determinar a constante c, através
de uma condicdo dada, dizemos que essa solu¢do é uma solugdo particular. Ainda mais,
uma equacdo diferencial ordinaria dada junto com alguma(s) condicdo(des), como vamos
ver, ainda neste capitulo, caracterizam os chamados problema de valor inicial e problema de
fronteira, também conhecido como problema de valor no contorno, ou mesmo problema de

contorno ou ainda problema na fronteira.

1.2 Problema de valor inicial

Antes de definirmos o conceito de problema de valor inicial, voltamos a destacar que
estamos trabalhando no campo dos reais, bem como a partir de agora, vamos discutir, nesta
secdo, as equacdes diferenciais ordindrias de primeira ordem e lineares, escritas na forma
explicita, isto €, deixando a derivada em fun¢do de uma outra funcdo que depende somente
da variavel independente.

Enfim, vamos introduzir o conceito de homogeneidade/ndo homogeneidade associado a

uma equacdo diferencial ordindria de ordem n € N e linear.
DEFINICAO 1.2.1. HOMOGENEIDADE

Sejam x € R e p(x) e g(x) duas funcdes reais conhecidas. A equagdo diferencial ordindria

de ordem um e linear

23+ px)y(x) = ()

¢ dita homogénea se ¢(x) = 0, caso contrdrio, ndo homogénea.

Um breve resumo em relacdo a uma possivel classificagdo. Comegamos com equagdo
(tem um sinal de igualdade) diferencial (apresenta pelo menos uma derivada) ordindria (s6
uma varidvel independente)/parcial (mais de uma varidvel independente), depois, linear (os
coeficientes s6 dependem da varidvel independente)/ndo linear (os coeficientes podem de-
pender, além da varidvel independente, da varidvel dependente ou de uma ou mais de suas
derivadas, dependendo da ordem) e, agora, homogenéa (o termo independente € zero)/ndo

homogénea (o termo independente é diferente de zero).
DEFINICAO 1.2.2. PROBLEMA DE VALOR INICIAL

Definimos, o que atende pelo nome de problema de valor inicial, o problema composto
por uma equacgdo diferencial ordindria de ordem um, linear e ndo homogéna e uma condicao

inicial dada na funcdo, a varidvel dependente.
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Sejam p(x) e g(x) duas fungdes dadas, admitidas definidas e continuas num intervalo

aberto I = (a,b). O problema de valor inicial

q(x),
Y0,

S 3@+ P
¥(x0)

com xq € I e yop um nimero real arbitrdrio, tem solu¢do dada por

s =exp (= [ o@ae) { [*a@exn ([ peraz) | g} an

Essa funcdo, dependendo de uma constante, satisfaz a equagdo diferencial ordinaria de ordem
um, linear e ndo homogénea, isto €, substituindo na equacao nos conduz a uma identidade,

bem como satisfaz a condi¢@o inicial, y(xp) = yo.

EXEMPLO 1.6. SOLUCAO DE UM PROBLEMA DE VALOR INICIAL

Sejam x € R e y = y(x). Mostre que a solugido do problema de valor inicial, composto
pela equagdo diferencial ordindria de ordem um, linear, ndo homogénea e com coeficientes

constantes, satisfazendo a condicdo inicial,

Y+y=e', y=ykx),
y(0) =1,

¢ dada pela fun¢io y(x) = coshx.
Primeiramente devemos verificar que a fungdo y(x) = coshx satisfaz a equagdo diferen-
cial. Para tal calculamos a derivada primeira y’(x) = senhx e substituindo na equagio dife-

rencial ordinaria, temos

senhx + coshx = (ex — e_x) + % (ex + e_") —e"

NS

uma identidade enquanto, para a condicao inicial temos
y(0) =cosh0 = 1-

Visto que y(x) = coshx satisfaz a equacéo diferencial ordindria de primeira ordem, linear,
nio homogénea e com coeficientes constantes, bem como a condi¢@o inicial, € a solucio do

problema de valor inicial, uma solu¢@o particular, pois ndo contém constante arbitraria.
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1.2.1 Existéncia e unicidade

No caso geral de um problema de valor inicial, isto é, onde o segundo membro nédo é
simplesmente uma fungio da varidvel independente, conforme apresentado na DEFINICAO
1.2.2, e sim uma fun¢do que depende, além da varidvel independente, também da varidvel
dependente, as questdes fundamentais sdo a existéncia e unicidade de solugdes, bem como o
dominio das mesmas, além, se possivel, obter uma expressao analitica expressando a solugao.
Em geral, esse procedimento ndo é possivel, pois em sendo a equacgdo ndo linear ndo temos
um método geral para resolver a equagdo diferencial.

O resultado fundamental reside no teorema a seguir, que estabelece, localmente, a e-
xisténcia e unicidade de solugdes para o problema de valor inicial com o segundo membro
uma fun¢do envolvendo as duas varidveis, independente e dependente, impondo algumas

condi¢des sobre tal fungdo.

TEOREMA 1.2.1. TEOREMA DA EXISTENCIA E UNICIDADE. Sejam x € R e y = y(x). Con-

sideremos o problema de valor inicial

{ Y = fwy) @yeD, a9
X(

x0) Yo

Admitamos que a fun¢do f(x,y) e sua derivada parcial em relacdo a y, denotada por
df (x,y)/dy, sejam continuas no dominio . Sdo vdlidas as afirmagdes:

(i) Para todo ponto (xp,yo) € D existe uma solucdo y(x) = ¢(x) da equacdo diferencial or-
dindria, Eq.(1.2), definida em uma vizinhanga de x, isto €, xo —€ < x < x9 + €&, com € > 0,
satisfazendo a condig@o inicial ¢(xp) = yo.

(ii) Se duas solugdes y = ¢ (x) e y = ¢ (x) da equacdo diferencial ordindria, Eq.(1.2), coin-
cidem para um particular valor de x = xg, ou seja, ¢;(xp) = ¢2(xp) entdo estas solugdes sdo

identicamente iguais em todos os valores de x pertencente ao dominio de ambas.

A demonstragio do teorema, que foge do escopo do presente trabalho, esta baseada no
chamado método de aproximagdes sucessivas e uma ideia do mesmo pode ser encontrada na

referéncia [2].

1.3 A equacao linear

Sejam x € R e y = y(x). A equagio diferencial ordindria

dy B
o +p(x)y = q(x) (1.3)
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onde p(x) e g(x) sdo fungdes definidas no intervalo aberto (a,b), é chamada equagéo dife-
rencial ordindria linear de primeira ordem em (a,b). A fim de resolvermos esta equacio,
admitimos que as fungdes p(x) e g(x) sdo fungdes continuas em (a,b).

Comegamos com p(x) = 0. A equagio diferencial ordindria pode ser resolvida por integragéo

direta, como vamos ver a seguir.

1.3.1 Integracao direta
Sejam x € R e y = y(x). Consideremos, inicialmente, a equagdo diferencial ordindria

d

W= f) (14)

onde f(x) é um termo de ndo homogeneidade. Note que, como a equagio é linear, o se-
gundo membro s6 depende da variavel independente, estando ausente a varidvel dependente,

v. Basta, entdo, integrar os dois membros, de onde podemos escrever

¥ = [ @) d+e=F) +e

onde ¢ é uma constante arbitrdria. Esta expressdo € a solucdo geral para uma equacdo de
primeira ordem, Eq.(1.4). Um raciocinio andlogo, a partir de n € N r}ntegrag()es, pode ser
utilizado, para uma equagdo diferencial ordindria de ordem n do tipo E?: = g(x). Neste caso
a solugdo geral envolverd n constantes arbitrdrias advindas de n integracdes sucessivas.

Note que escrevemos apenas o extremo superior (andlogo se fosse o inferior) enquanto o
segundo, um termo constante, foi incorporado na constante de integracdo. Com esta notacdo

estariamos identificando

[ redere= [ s,
onde a = —c, sendo F(x) sua primitiva, isto &, f(x) = F’(x).
EXEMPLO 1.7. EQUACAO DIFERENCIAL ORDINARIA LINEAR
Sejam ¢ € R e a e vy duas constantes. Resolver o problema de valor inicial

d
Ev(t) =a,
v(0) = vp.

Integrando diretamente a equagdo diferencial ordindria, ambos os lados, temos

v(t)=at+c
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onde ¢ é uma constante arbitraria. A fim de que determinemos a constante, ¢, impondo a

condigdo inicial v(0) = a-0+ ¢ = vy, de onde segue
v(t) =vo+at

que € a lei (equacdo) hordria da velocidade no movimento retilineo uniformemente variado.
Passemos ao outro caso, p(x) # 0. Neste caso, devemos recorrer ao que atende pelo

nome de fator integrante de modo a conduzir a equagdo diferencial ordindria de primeira

ordem, linear e ndo homogénea, em uma forma na qual possamos utilizar a integracao direta.

De fato, multiplicando-se ambos os membros da Eq.(1.3) pelo fator

) =exp ([ pie)az)

simplificando e rearranjando, podemos escrever

Integrando, ambos os membros (integracdo direta) em relacao a varidvel x e resolvendo para a
varidvel y(x), podemos escrever a solugdo geral (contém uma constante arbitrdria) da equagéo

diferencial linear de primeira ordem e ndo homogénea

c

1 X
w0 = o [ a@uE a5

onde ¢ é uma constante arbitraria. A func¢do u(x), capaz de conduzir o membro da esquerda
da Eq.(1.3) numa derivada exata € denominado fator integrante para a referida equagao.

A resolucdo do problema de valor inicial linear, composto por uma equagdo diferencial
ordindria de primeira ordem, linear e ndo homogénea, com coeficientes ndo constantes, satis-

fazendo a condig@o inicial, pode ser colocado na forma de um teorema [2].
EXEMPLO 1.8. PROBLEMA DE VALOR INICIAL

Seja x € R. Resolva o problema de valor inicial linear

Sy ) =x
y(0) =0.

Temos um problema de valor inicial com o segundo membro da equacio diferencial ordindria

distinto de zero. Logo, identificando-se com a forma do fator integrante (para mais detalhes
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ver Exercicio 1.6) podemos escrever

u(x) = exp </X1.d§>

de onde obtemos u(x) = e*. Multiplicando ambos os membros da equag@o diferencial or-

dindria pelo fator integrante, (x) e rearranjando temos

Integrando em relagdo a variavel x podemos escrever
X
swe = [ eeta

que, integrando por partes, permite escrever

y(x)et =xe*—e*+¢
onde ¢ é uma constante arbitraria. Logo, podemos escrever para uma soluc¢do geral

y(x)=x—14ce™*-
Impondo a condicio inicial para determinar a constante, temos

y0)=0—-1+ce®=—1+c=0 = c=1

de onde segue
yx)=x—14¢e"

que € a soluc¢do do problema de valor inicial, pois, ambas equagado diferencial e condi¢do

inicial, estdo satisfeitas.

1.4 Métodos elementares de integracao

Vamos apresentar métodos elementares de integrag@o, alguns deles aplicados também
para particulares equagdes diferenciais ndo lineares. Na medida do possivel apresentamos a

forma mais geral, deixando para o exemplo caracteristico uma aplicagdo direta.
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DEFINICAO 1.4.1. EQUACOES SEPARAVEIS

Sejam x,y € R, f(x),h(x) fungdes somente de x e g(y),i(y) funcdes somente de y e dis-
tintas de zero. Chama-se equagao diferencial ordindria de primeira ordem e separdvel a toda

equacado diferencial ordindria que possa ser conduzida a uma das duas formas

dy _ 10 dr _ h(x)

& g b i)

sendo g(y) # 0 [i(y) # 0]. Note que, nada foi afirmado sobre a linearidade da equacéo dife-

rencial.

Para resolver esta equagao diferencial ordindria de primeira ordem, vamos escrevé-la na

forma (note que estamos considerando apenas a primeira das formas)

g(y)dy = f(x)dx

cuja integragdo fornece

G0) = [ gty = [ f(E)dE = F(x)+e

onde ¢ é uma constante arbitrdria. F(x) e G(y) sdo denominadas primitivas de f(x) e g(y),
respectivamente. Em analogia a esta, podemos apresentar uma expressdo similar para a se-

gunda forma.
EXEMPLO 1.9. EQUACAO SEPARAVEL

Seja y(x) =y # 0. Integre a equagio diferencial ordindria de primeira ordem e nio linear,

Esta equagdo diferencial ordindria pode ser escrita na forma

ydy = xdx
cuja integragdo fornece
2 2
yo_x. .
2 2t

onde ¢ € uma constante arbitraria. Essa equacdo pode ser colocada na forma, ja simplificando

I S,



