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Prefacio a edi¢do alema

O presente livro faz parte do curso de Fisica Tedrica constituido pelos volumes de
IalV [1, 2,3, 4]. Reproduz as matérias, tal como as leciono na disciplina Fisica
Tedrica IV sobre Fisica Estatistica. Esta disciplina destinada a estudantes de Fisica
¢ frequentemente incluida no sexto semestre (curso de bacharelato ou licenciatura),
no entanto, por vezes ¢ ministrada apenas no curso de mestrado.

A exposi¢do desenvolve-se no nivel médio de um curso em Fisica Tedrica. O
acesso aos contetidos € intuitivo em vez de dedutivo. As dedugdes formais e de-
monstragdes sdo efetuadas sem recurso a um formalismo matematico penoso.

Intimamente baseados no texto mas em parte também como desenvolvimento,
complemento ou ilustracdo do texto, sdo propostos mais de 100 exercicios. Estes
exercicios s6 cumprem a sua finalidade se forem analisados e considerados pelos
estudantes tentando resolvé-los com a maior autonomia possivel. Este trabalho de-
ve ser necessariamente concretizado antes da leitura das solu¢cdes modelo apresen-
tadas no livro Arbeitsbuch zur Theoretischen Physik [5]. Para além das solugdes, o
Arbeitsbuch inclui um resumo compacto da matéria apresentada nos livros de texto
[1,2,3,4].

O escopo do presente livro vai para além da matéria que normalmente € tratada
durante um semestre num curso de fisica nas universidades alemas. A matéria esta
dividida em capitulos, que em média correspondem a aulas tedricas de duas horas.
E claro que os diferentes capitulos sio baseados uns nos outros. No entanto, tentou-
-se conceber cada capitulo de tal forma que fosse tdo completo quanto possivel. Por
um lado, isso facilita a selecdo de capitulos para um curso especifico (por exemplo,
um curso de bacharelato) em que a matéria deve ser mais limitada. Por outro lado,
o aluno pode mais facilmente ler os capitulos que lhe interessam.

Existem boas exposi¢cdes da Fisica Estatistica adequadas a um estudo profundo.
Refiro aqui apenas alguns livros que privilegiei para consulta e que ocasionalmente
sao citados no texto. Como obra bésica, ¢ indicado o livro Fundamentals of Statis-
tical and Thermal Physics de Reif [6], que influenciou substancialmente a minha
introdug@o aos fundamentos. Simultaneamente, tive também em especial conta os
livros de Brenig [7], Becker [8] e Landau-Lifschitz [9].

Em relacdo a quinta edi¢do deste livro, na presente sexta edi¢do foram feitas nu-
merosas pequenas correcdes. Gostaria de agradecer a Jodo da Providéncia Jr. (tradu-
tor da edicdo em portugués) e a alguns leitores de edicdes anteriores pelos valiosos
comentdrios. Mais comentdrios, sugestdes ou criticas sdo sempre bem-vindas, por
exemplo, através do link de contacto na minha homepage www2.uni-siegen.de/ flie-
ba/. Eventuais listas de correcdes podem ser encontradas nesta homepage.

Agosto de 2018 Torsten FlieBbach



Prefacio do tradutor

Conheci o Professor T. Fliessbach e os manuscritos dos seus cursos de Fisica
Teodrica quando, em finais dos anos setenta, fui para Siegen, na Alemanha, a fim de
preparar o meu doutoramento em Fisica Tedrica. Representou uma grande mudanga
na minha vida, que entre muitas coisas, me permitiu aprender a lingua alema. Al-
gumas décadas mais tarde traduzi o livro de Fisica Estatistica (terceira edicdo) com
0 apoio da Fundacio Calouste Gulbenkian no dmbito da sua politica editorial de
manuais universitarios. Este bem sucedido livro de texto esgotou nio tendo entre-
tanto sido novamente editado devido a mudanga da politica da editora. O livro foi
utilizado como livro de texto em paises de lingua oficial portuguesa. Eu préprio o
usei nas minhas aulas na Universidade de Coimbra e, mais tarde, na Universidade
da Beira Interior na Covilha. O facto de ter desaparecido das prateleiras das livrarias
causou algum desconforto. Assim, € com muito agrado que vejo a sexta edig¢do des-
ta obra agora ser de novo editada em lingua portuguesa. Relativamente a anteriores
edi¢cOes, para além de algumas mudangas no texto, gostaria de realgar o conjunto
de problemas propostos agora acrescentados e reformulados e que constituem por
si s uma via desafiante para penetrar no maravilhoso mundo da Natureza, através
da sua compreensdo com base na aplicacdo das leis e principios da Fisica.

Este livro oferece uma introducao a Fisica Estatistica ministrada a nivel univer-
sitario. O autor privilegiou uma apresentacio de leitura facilmente compreensivel
e abrangente. Os passos sdo pormenorizadamente descritos de modo que o leitor
pode seguir o texto sem esforco.

A lei dos grandes nimeros e a lei do limite central comegcam por ser deduzi-
das numa introdugdo a Estatistica Matematica. Os fundamentos estatisticos da “fi-
sica do calor” sdo tratados minuciosamente. Neste ambito, definem-se grandezas
macroscopicas como a pressdo, temperatura e entropia e estabelecem-se as leis da
Termodindmica. Com base nestas leis, a Termodindmica conduz a relacdes gerais
entre grandezas macroscopicas. Grande parte do livro versa aplicagdes da Estatisti-
ca a sistemas muito diversos. Entre estes, incluem-se gases perfeitos e reais, o gas
de eletrdes num metal, as oscilagdes da rede num cristal, e as radiacdes eletroma-
gnéticas num plasma. Como introducio as transi¢des de fase estuda-se o gis de
van der Waals, o ferromagnetismo, a teoria de Landau e as leis de escala. Por fim,
discutem-se resumidamente processos irreversiveis.

Covilha, Abril de 2024, Jodo da Providéncia Jr.
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Introdugao

A Fisica Estatistica, ocupa-se de sistemas com muitissimas particulas, de que sdo
exemplo, os dtomos de um gis ou de um liquido, os fondes de um sélido ou os
fotdes num plasma. As leis do movimento de particulas individuais sdo dadas pela
Mecénica ou pela Mecénica Quantica. Devido ao elevado niimero de particulas (por
exemplo, N = 6 - 10?2 para uma mole de um gis), as equacdes de movimento
ndo sdo resoliiveis na pratica. O resultado de uma tal resolugdo, por exemplo, as
trajetrias de cerca de 6 - 10%3 particulas, seria também desinteressante e irrelevante.
O tratamento destes sistemas &, assim, estatistico, ou seja, com base em suposicdes
sobre as probabilidades de diferentes trajetdrias ou estados.

Em contraste com o movimento das particulas individuais, ¢ de interesse a de-
terminag@o de grandezas macroscopicas, como a quantidade de energia, a pressao
ou a temperatura. A partir de determinadas hipéteses e leis, a Termodindmica (TD)
investiga relacdes entre estas grandezas. Esta disciplina é também denominada TD
macroscépica ou TD fenomenoldgica. A Termodinamica foi desenvolvida no século
XIX sem recurso a principios microscopicos.

Desde o principio do século XX, € conhecimento adquirido que “calor € movi-
mento desordenado dos dtomos”. A teoria do gis de Boltzmann (1898) e o trata-
mento do movimento browniano por Einstein (1905) sdo contribui¢cdes importantes
para este conhecimento. Como hipdtese, esta afirmagdo é consideravelmente mais
antiga (Bernoulli, 1738). Tendo como fundamento este conhecimento, a Fisica Es-
tatistica determina as grandezas macroscdpicas e as suas relagdes entre si a partir
da estrutura microscopica. A esta area da-se também a designacdo de Mecdnica
Estatistica, onde o conceito de Mecanica pretende abranger a Mecanica Quantica.

A Fisica Estatistica parte de grandezas microscdpicas e das correspondentes
leis fundamentais da Mecanica Cléssica e da Mecanica Quantica. Introduz hipéte-
ses plausiveis mas ndo demonstradas. A estas hip6teses pertence, em especial, a
suposi¢do de que “todos os estados acessiveis s@o igualmente provaveis”. Usan-
do métodos estatisticos, sdo, entdo, definidas grandezas macroscépicas e deduzidas
relagdes entre as mesmas.

Entre as grandezas macroscépicas, que em Fisica Estatistica sdo definidas mi-
croscopicamente, encontram-se, por exemplo, a pressdo e a temperatura. As re-
lacdes entre estas grandezas sdo relacdes gerais, validas para uma grande classe de
sistemas e processos, incluindo, em particular, as leis da Termodindmica. Por ou-
tro lado, sdo obtidas relagdes para sistemas particulares, como a equacao de estado
(PV = NkpT) e acapacidade calorifica (Cy = 3Nkpg/2) de um gés perfeito.

O conteddo principal deste livro consiste, por um lado, na construcdo mi-
croscopica da Fisica Estatistica e, por outro lado, na sua aplicagfo a sistemas parti-



2 Introducdo

culares. Estes sistemas sdo, em geral, sistemas modelo que podem ser resolvidos de
modo exato ou aproximado. No contexto destes modelos, € possivel entender e dis-
cutir de modo quantitativo muitas propriedades de sistemas reais. S8o exemplo de
tais propriedades o calor especifico dos sélidos, o espectro de radiagdo dos corpos
quentes (como o Sol) e o comportamento nas transi¢des de fase (como a ebuli¢do
de um liquido).

A maior parte dos resultados da Fisica Estatistica que discutiremos, diz respeito
a estados de equilibrio. Para o tratamento de estados de ndo-equilibrio, apresenta-
mos a equacgdo mestra e a equacio de Boltzmann bem como uma deducio elemen-
tar das equagdes de transporte mais importantes (como a conducdo de calor ou a
difusdo).

Os conhecimentos elementares necessdarios da Estatistica Matematica
encontram-se na Parte 1. De seguida, sdo investigados os fundamentos da Fi-
sica Estatistica (Parte IT). A Parte III apresenta a Termodinamica fenomenolégica
em sentido mais restrito. A Parte IV completa as ferramentas da Mecanica Esta-
tistica, com as quais sdo descritas de modo estatistico, na Parte V, alguns sistemas
concretos. As Partes VI e VII ddo uma introdugdo, respectivamente, nos dominios
das transi¢cOes de fase e dos processos de ndo-equilibrio.



I Estatistica Matematica

1 Probabilidade

Introduzem-se e discutem-se os conceitos de probabilidade, valor médio e desvio
médio quadrdtico. Estes conceitos sdo ilustrados com o exemplo usual de “‘jogar os
dados”.

Comecemos por especificar o conceito de probabilidade. Para isso, consideremos a
afirmacdo: ““ a probabilidade p, de obter um no langamento de um dado, é 1/6”. Isto
significa que, em média, 1/6 dos lancamentos conduz a um 1. Numa experiéncia
real, quando efetuamos N ensaios (lancamentos) o acontecimento i (1, 2, 3,4, 5 ou
6) ocorre N; vezes. Entdo, N;/N € a frequéncia relativa do acontecimento i e

N.
pi = lim W probabilidade, (1.1)

N—o00

¢ a sua probabilidade. Af devemos entender por N — oo “com frequéncia suficien-
temente elevada”. Esta condicdo serd posteriormente quantificada. Uma vez que
ocorre necessariamente um qualquer dos acontecimentos i (assim se define langa-
mento dos dados), decorre que

ZN,- =N, (1.2)

donde se tem

6

Y opi=1. (1.3)

i=1
A determinagdo da probabilidade p;, através de N langamentos, pode ser efetuada
de dois modos a que damos a designacdo de média temporal e de média de ensem-
ble. Média temporal significa que o0 mesmo dado foi lancado N vezes nas mesmas
condi¢des. Na média de ensemble, consideramos N dados idénticos e para cada um
efetuamos um langamento.

A afirmacdo p; = 1/6 relativamente ao dado, utiliza-se com dois sentidos di-

ferentes. Entende-se ou uma propriedade fisica ou uma propriedade hipotética do
sistema. [lustramos estas duas possibilidades nos pardgrafos seguintes.

3



4 Parte I Estatistica Matematica

A prop6sito do primeiro significado: para um dado real, em geral (1.1) conduz
a p; # 1/6. Em particular, num dado falseado o centro de gravidade encontra-se
deslocado em direcdo ao 1. Entdo, pg > 1/6. Cada dado real mostrard desvios em
relagdo a simetria de um dado ideal (centro de gravidade ligeiramente afastado, ares-
tas arredondadas de modo diferente) que podem conduzir a pequenos afastamentos
de p; = 1/6. A determinacdo experimental das probabilidades p;, de acordo com
(1.1), &, portanto, a medida de uma propriedade fisica do sistema. Como, na prati-
ca, N é finito, ocorre esta medida (como qualquer outra) com certa imprecisdo. Esta
imprecisio é quantificada no préximo capitulo.

Em relacio ao segundo significado: para um dado construido de modo simétrico
podemos fazer a suposicdo que todos os eventos i sdo igualmente provaveis, logo
pi = 1/6. Esta suposi¢do ¢ razodvel e plausivel pelo menos antes (a priori) de
estarem disponiveis medidas. A Fisica Estatistica € precisamente construida sobre
uma andloga hipotese a priori. Esta hipdtese afirma que todos os estados acessi-
veis de um sistema fechado sao igualmente provaveis. Evidentemente, ao contrario
dos dados, ndo pode a suposi¢do basica da Fisica Estatistica ser diretamente com-
provada experimentalmente. Apenas as consequéncias desta suposicao podem ser
confirmadas ou desmentidas.

Em vez dos dados, consideremos, como exemplo fisico, um gas de 4tomos ou
moléculas. A energia cinética ¢ de um atomo € medida com precisdo Ae. Entdo,
podemos associar a cada 4tomo um valor discreto &; = i - Ae, onde i toma os
possiveis valores 0, 1, 2, .... Através de choques entre si, os 4tomos modificam,
com frequéncia, a sua energia. No ar, o tempo médio de colisdo das moléculas é
T & 210710 (capitulo 43). Perguntamos agora, com que probabilidade p; ocorrem
as energias &; no g4s.

Podemos determinar a média de ensemble, medindo (num determinado instan-
te) as energias de N atomos. Nesse caso, encontraremos N; vezes a energia ¢;. Em
comparagdo, obtemos uma média temporal quando medimos a energia de um de-
terminado dtomo em N instantes diferentes. Representemos novamente por N; o
ndmero de medidas de que resulta ¢;. Nos dois casos, a medida determina a proba-
bilidade de acordo com

N
pi = p(&i) = N (1.4)

Suporemos que o niimero N ¢é tdo grande (cerca de N = 10**) que podemos
prescindir do limite N — oo. Os intervalos Ae devem ser escolhidos de modo que
N; > 1.

Uma vez que os atomos nao diferem uns dos outros, sdo iguais as probabilida-
des da média de ensemble e da média temporal. Aqui, supde-se que, para a média
temporal, os intervalos temporais entre as medidas sejam grandes em comparagao
com o tempo de colisdo 7. Apenas entdo as energias que resultam da investigagdo
dum 4tomo, sdo representativas do conjunto dos dtomos. Posteriormente, veremos
que as probabilidades (1.4) sdo dadas por p; = exp(—pB¢&;)/ Zi exp(—p¢j), onde
B € uma constante.



Capitulo 1 Probabilidade 5

Adicao e multiplicacao

Seguidamente, consideramos N sistemas idénticos, dos quais cada um se encontra
num estado i discreto. A probabilidade de encontrar um determinado sistema no
estado i, é definida de acordo com (1.1). Aqui, substituimos com frequéncia N —
oo pela condigdo “N suficientemente grande”. Nas equagdes (1.2) e (1.3), as somas
estendem-se a todos os estados possiveis do sistema.

Nos exemplos indicados previamente, o sistema consistia num dado ou num
atomo do gas. Para o caso de um dado, o estado € um determinado resultado do
langamento do dado, no caso de um dtomo de um gés entendemos por estado um
determinado intervalo de energias. Em vez de estado, falamos também de um evento
i resultante do langamento do dado, ou de uma medida.

Investiguemos o significado da soma e multiplicacdo de probabilidades. Da de-
finicdo de p; em (1.1) decorre de imediato

(os acontecimentos

i e j excluem-se), (1.5)

Pi+ Pj = Pouj)

para dois estados discretos ou eventos i e j, do sistema, que se excluam mutuamen-
te. Para tais estados, tem-se que N ou j) = N; + N;.

Até aqui consideramos estados elementares como o nimero de pintas da face
do dado. Neste caso, a especificacdo “excluem-se” para i # j € satisfeita de
antemdo. Exemplos de estados gerais sdo a = “nimero par de pintas” e b =
“nimero de pintas menor que 4”. Estes estados a e b nio se excluem mutuamen-
te. Assim, p(, ou by NA0 € igual a p, + pp.

A probabilidade de, para dois sistemas, encontrar o primeiro no estado i e o
segundo no estado j, é

(os eventos i e j sdo indepen-

dentes um do outro). (1.6)

Pij = Pi Pj

Relativamente ao dado, esta € a probabilidade de resultarem i pintas do primeiro
lancamento e depois resultarem j pintas do langamento seguinte, ou a probabilidade
que, do lancamento de dois dados distinguiveis, o primeiro dé i e o segundo dé ;.
Pressupde-se que o primeiro langcamento do dado ndo exerce influéncia sobre o
segundo lancamento, ou que os dois dados nao se influenciam mutuamente.

Para justificacdo de (1.6), partimos de N primeiros sistemas e M segundos sis-
temas, dos quais N; estdo no estado i e M; no estado j. Pressupomos iguais pro-
babilidades, p; = lim (N;/N) = lim (M; /M). Existem N M pares de sistemas, dos
quais N; M; estdo no estado i j. Decorre daqui a probabilidade de encontrar o estado
ij:

N; M; . N; M;

= lim = — lim — =p; p;. 1.7
Pij M,I{J—wo NM N1—>oo N M1—>oo M Pi Pj (.7




6 Parte I Estatistica Matematica

Valor médio e desvio médio quadratico

Para N sistemas com estados discretos i, a soma
dopi=1, (1.8)
i

percorre todos os estados possiveis. Consideremos agora uma grandeza x do sis-
tema, arbitrdria, que no estado i assume o valor x;. Sdo exemplos o nimero de
pintas resultante de um langcamento de um dado (x; = i) ou a energia de um dtomo
(x; = ¢;). Por definicdo, o valor médio é

X=) pix;  valor médio. 1.9)
i

Evidentemente, X representa o valor médio de x referido a todos os N sistemas (no
limite N — 00). A defini¢éo (1.9) pode ser de imediato transposta para uma funcéo

fx)

FOY=Y_pifi=)_pifx). (1.10)

Os valores x; que ocorrem, de facto, diferem do valor médio x. No entanto, o valor
médio deste afastamento anula-se:

X—X =) pi-©=) pixi—X) p=x—-x=0. (1.11)
i i i

Este facto deve-se ao cancelamento dos afastamentos positivos e negativos. Por ou-
tro lado, uma medida para o afastamento em relagdo ao valor médio € dada pelo
desvio médio quadrdtico ou desvio médio Ax, definido por

Ax =4/ (x — f)z desvio médio quadritico. (1.12)

Podemos exprimir Ax em fungdo de x2 e X 2:

A=) " pi i =) = D pix =2 pixi+X7 Y pi=x?-X7.
i i i i
(1.13)
De (Ax)? > 0 decorre

x2 > x2. (1.14)

Como exemplo simples, consideremos para um dado (ideal) a grandeza do sistema
x = numero de pintas, portanto, x; = i. Esta tem valor médio

6
1 7
X=Y pii=—(1+2+3+4+5+6)=—. 115
xi_lplz c(1+24+34+44546) =7 (1.15)
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De

6
— 1 91
2 = ii2=—(14+44+9416+25+36) = —, 1.16
x i§=1pl ¢ (1+44+9+16+25+36) = < (1.16)

decorre
— 35

Ax)Y? =x2—%2 ==, 1.17
(Ax)" =x"—X T (1.17)

e, portanto, o desvio médio Ax ~ 1.7.

Sobre a fisica dos dados

Implicitamente assumimos que o resultado do lancamento do dado € aleatdrio, nao
€, portanto, previsivel. Discutimos este ponto, tendo em vista as equacdes determi-
nistas que descrevem o movimento do dado.

Imaginemos uma maquina de lancar dados, em que inicialmente varios dados
repousam em determinadas posi¢des, e na qual for¢as dependentes do tempo, pre-
viamente conhecidas, atuam sobre os dados. Ao fim de um determinado tempo,
as forgas deixam de atuar e os dados ficam em repouso. Esta descricdo ¢ valida,
em particular, para a maquina de loto, que aos sabados, ao fim da tarde, entra em
acdo na televisdo. O movimento das esferas do loto (os dados) é determinado pelas
equagdes de movimento da Mecanica Cldssica, nas quais as for¢as dependentes do
tempo previamente conhecidas sdo incorporadas (para este fim eliminamos a pessoa
que lanca os dados). Para dadas condi¢des iniciais, estas equacdes determinam de
modo inequivoco o estado do sistema em qualquer instante posterior. Como enten-
der, entdo, que o resultado do loto nio seja previsivel?

Uma caracteristica de tais sistemas € que variacdes muito pequenas no estado
podem tornar-se rapidamente grandes. Se, por exemplo, for alterado ligeiramente
o parametro de choque, no choque entre duas esferas, entdo, a direcdo de espalha-
mento muda também um pouco. No percurso para a carambola seguinte, pode, no
entanto, j4 esta pequena variagdo dar lugar a uma variagdo do pardmetro de choque
substancialmente maior para a colisdo seguinte (figura 1.1). Em resumo, ao fim de
poucos choques, dois estados vizinhos muito proximos ddo origem a estados ab-
solutamente diferentes. Ora, ndo € possivel especificar as condi¢des iniciais para

Figura 1.1 Sejam os circulos bolas de bilhar, cs-
feras do loto ou os &tomos de um gés. As duas co-
lisdes consecutivas da esfera a esquerda, em cima,
estdo esquematicamente representadas. A figura
ilustra que pequenas diferencas, nas condi¢des ini-
ciais, muito rapidamente podem tornar-se grandes
e podem conduzir a trajetérias completamente di-
ferentes. Para poucos choques, o percurso ¢ ainda
previsivel (bolas de bilhar), pelo contrario, ndo o é
para muitos choques (loto, gés).
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a maquina de loto com precisdo arbitrariamente elevada. No ambito das possiveis
limitacdes, encontram-se muitissimas condi¢des iniciais muito préximas, as quais
com as equagdes de movimento deterministicas, conduzem a todos os resultados
possiveis.

Devido ao comportamento cadtico (estados vizinhos afastam-se muito rapida-
mente uns dos outros), também outras pequenas perturbacdes ou incertezas (pa-
ra além daquelas nas condi¢des iniciais) podem tornar o resultado ndo previsivel.
Estas perturbagdes podem ser: incertezas nas forcas exteriores (por exemplo, rela-
tivas a oscilagdes na tensdo na rede), o tossir de uma pessoa no estidio de tele-
visdo, flutuagdes térmicas, incertezas quanticas. Devemos, no entanto, frisar que,
para o comportamento aleatério da maquina de loto, nem a temperatura finita nem
as incertezas quanticas sdo necessdrias. Em principio, os dados também podem ser
lancados a temperatura 7 = 0 e num mundo (ficticio) com # = 0.

O comportamento cadtico das esferas do loto pode ser comparado com o dos
atomos de um gas classico. Também aqui um estado inicial ordenado (comparavel
as posigoes iniciais das esferas do loto) pode tornar-se muito rapidamente cadtico.
Para um gés, ndo € necessdrio revolvé-lo mediante forgas exteriores, jd que a energia
cinética dos atomos cuida deste aspecto.
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Exercicios
1.1 Erros tipogrdficos ndo detectados

Dois leitores leem um livro. O leitor A encontra 200 erros tipograficos, o leitor B
encontra apenas 150. Dos erros de impressao encontrados, 100 sdo os mesmos. Faca
uma estimativa do nimero de erros de impressdo que ficaram por detectar.

1.2 Mesmo dia de aniversdrio

Determine a probabilidade Py de que pelo menos 2 de N estudantes facam anos
no mesmo dia. Qual ¢ o resultado para N = 10? Qual deveria ser o nimero mini-
mo Npin para que a probabilidade de pelo menos dois estudantes fazerem anos no
mesmo dia seja superiora 1/2?



2 Lei dos grandes nimeros

O passeio aleatorio unidimensional ¢ um mecanismo que conduz a distribuicdo
aleatoria. Neste caso, as propriedades de distribuigdes de probabilidade que nos
interessam, podem ser obtidas e discutidas com particular facilidade. Estas sdo, no-
meadamente, a lei dos grandes nimeros (neste capitulo) e a distribuigdo normal (nos
capitulos 3 e 4).

Passeio aleatério

No caso a uma dimensdo, um passeio aleatorio € constituido por N passos efetuados
ao longo de uma linha reta. A esta reta damos a designacdo de eixo dos xx. O
passeio aleatério comega em x = 0. Um passo consiste num salto de Ax = +1
ou —1. O salto de 41 ocorre com probabilidade p e o salto de —1 ocorre com
probabilidade ¢. Tem-se

ptqg=1. (2.1

Os passos individuais sdo independentes uns dos outros. Seja n. o nimero de pas-
SOS positivos e seja n_ 0 nimero de passos negativos. Somados dao o ndmero total
de passos,

ny+n_=N. (2.2)

Ao fim de N passos, calculemos as seguintes grandezas:

1. A probabilidade Py (m) de alcangar x = m = n4 — n_. Esta é igual a proba-
bilidade Wy (n) de que sejam efetuados n = n_ passos positivos,

Py(m) = Wy (n) m=n.—n_, n=n,). (2.3)

2. Os valores médios m e .

3. Os desvios médios Am e An.

4. A distribui¢do continua para N elevado (capitulo 3).
Apresentamos alguns exemplos de aplicacao do passeio aleatdrio:

e Em cada ponto da rede de um cristal encontra-se um eletrdo desemparelhado,
cujo spin (e, portanto, cujo momento magnético u ) se orienta independen-
temente dos restantes eletrdes (figura 2.1). Num campo magnético externo
B = B e, acomponente z do spin quantico toma os valores +7/2 ou —/i /2.
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