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Prefacio

A escrita do primeiro volume dessa sequéncia de livros sobre matematica discreta
foi muito motivada por interesses e curiosidades préprios dos autores. Viamos uma
oportunidade de escrever sobre topicos de nosso interesse e disponibilizar ao publico de
lingua portuguesa material raramente abordado em vernaculo.

Dentro desse amplo guarda-chuva chamado de matematica discreta cabem tantos
desses nossos interesses que o primeiro volume teve que ser encerrado antes do que
queriamos por razoes de tempo e espago. As questoes relacionadas ao tempo poderiam
se resolver em uma segunda edigdo, mas ndo as limita¢des de espago, que sé podem ser
resolvidas com mais um volume. Em razao disso, ao finalizar o volume 1 dessa sequéncia
de livros, ja estava claro que terfamos uma continuacao para que pudéssemos abordar
ainda mais topicos que achamos interessantes.

O resultado dessa sequéncia sdo topicos mais comumente abordados, como matrizes,
determinantes e grafos, a materiais raramente vistos em nosso idioma, como combinatoria
algébrica e o método probabilistico, ainda enriquecido com outros trés apéndices com
materiais interessantes que nao encontraram espaco no corpo principal do livro.

Ao longo do texto procuramos manter uma linguagem rigorosa e ilustrada por varios
exemplos, muitos dos quais vém de olimpiadas matematicas. Essa escolha por tantos
exemplos e exercicios envolvendo problemas olimpicos se da especialmente por duas
razoes. Primeiramente, esses problemas frequentemente ilustram formas novas e criativas
de abordar tépicos, o que ajuda a ampliar as perspectivas sobre os temas tratados. Ao
encarar um novo problema cuja solucao nao se conhece, uma das estratégias basicas é
tentar adaptar resolucdes de problemas conhecidos ao novo caso, e ter amplo leque de
questoes conhecidas aumenta as chances de conhecer uma abordagem que se possa tentar
adaptar ao novo problema.

A outra razao dessa escolha é o ptublico crescente no Brasil de pessoas interessadas em
aprofundar seus estudos em temas caros as competi¢oes matematicas, cuja bibliografia
em lingua portuguesa vém crescendo a cada ano, mas que ainda nao tinha visto alguns
dos topicos aqui tratados.

O cuidado tido com escrita e revisao nunca sdo suficientes para eliminar todos os
erros de um livro, erros que sao de inteira responsabilidade dos autores. Tendo agora a
oportunidade de ser escrutinado por um publico de leitores bem mais amplo, muitos erros
podem surgir e esperamos que estes possiveis erros nao afetem a experiéncia do leitor,



que possa aqui encontrar tanta satisfacdo ao ler o livro quanta tivemos aos escreveé-lo.

Setembro de 2024.

Os autores
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coes ao texto.






Capitulo 1

Matrizes e Determinantes

Matrizes sdo uma ferramenta muito 1til em diversas dreas da matematica e seus
determinantes possuem um aspecto algébrico muito rico. Neste capitulo vamos apresentar
as propriedades basicas de matrizes e determinantes, sem o intuito de completeza de um
curso de algebra linear. Com este capitulo queremos apresentar aspectos que achamos
interessantes das operacoes e propriedades de matrizes e seus determinantes, fixar notacéo,
e tornar o livro mais auto-contido. Alguns dos resultados deste capitulo serdo utilizados
em capitulos posteriores.

1.1 Matrizes

Definigao 1.1 (Matriz). Denotemos Ik ={1,2,...,k} e fitemos m,n inteiros positivos
e um corpo K. Uma matriz m x n com valores em K € uma fun¢do A : Iy x I, = K.
A imagem A(i,j) é denotada aij. Representamos o conjunto de matrizes m x n sobre
um corpo K por M(m x n,K) e uma matriz A € M(m x n,K) por A = [ajjlmxn, ou
simplesmente A = [aij] quando o contexto nao deivar dividas. Nos referimos a ai; como o
elemento da i-ésima linha e j-ésima coluna da matriz A. Frequentemente o corpo K serd
omitido na descricio e, quando nao houver referéncia em contrdrio, deve ser interpretado
como R. Duas matrizes de M(m x n,K) sao iguais se possuem 0s mesmos elementos,
i.e., A =B se aiy = bi)’, V‘L,]

Podemos representar uma matriz A na forma de tabela de ordem m x n disposta em
m linhas e n colunas.

an a2 aiz -+ Qin

azq azz azs - A2n
A = [aijlmxn =

Ami aGm2 aGm3 - amn

Definigao 1.2 (Matriz Quadrada). As matrizes M(n xn,K) sdo chamadas de quadradas.
Neste caso, as indicamos apenas por M(n,K) ou My (K). Assim, M,, deve representar
as matrizes quadradas de ordem M sobre o corpo dos niumeros reais.
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Vejamos agora alguns exemplos de matrizes com diversas formas sobre distintos
COrpos.

Exemplo 1.1. Sdo alguns exemplos de matrizes:

a) Uma matriz quadrada de ordem 2 sobre C

2—1 3
4451 21

10 =3
0 2 4

000 0

b) Uma matriz em M(2 x 3)

¢) Uma matriz em M(1 x 4,7Zs)

d) Uma matriz em M(3 x 1,C)
V3
3i
1-1

As matrizes M (1 x n,K) sdo também chamadas de matrizes linha e as matrizes da
forma M(m x 1,K) sdo também chamadas de matrizes coluna.

1.2 Operacgoes

Em M(m x n,K) definimos as operacoes de adi¢ao e multiplicagdo por escalar a € K
componente a componente:

Definigao 1.3 (Adicao de Matrizes). Dadas A,B € M(m x n,K), A = [ay], B = [by], e
« € K, definimos a adi¢io A + B por

(A + B)ij =aj + bij
e a multiplicagdo por escalar xA por
(xA)yj = « - ajj

A matriz O € M(m x n,K) com todas as entradas nulas ¢ chamada de matriz nula
e frequentemente denotada apenas por 0. O contexto é geralmente suficiente para nao
haver confusao se se trata da matriz nula ou do elemento 0 € K.

Como os termos que compdem nossas matrizes provém de um corpo, as propriedades
da adicao de matrizes, bem como da multiplicagdo por escalar, provém das propriedades
de K.
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Proposicao 1.1. A adicio de matrizes e a multiplicagdo por escalar em M(m x n, K)
tem as sequintes propriedades, VA,B,C € M(m x n,K), a, p € K:

i) (comutatividade) A+B =B+ A
i1) (associatividade) (A +B)+C=A+ (B+ C)
iii) (elemento neutro) A+0=0+A =A
iv) (inverso aditivo) VAIIB:A+B=B+A =0
v) (distributividade) 0(A + B) = A + «B

vi) (associatividade da multiplica¢do por escalar) (xf)A = x(BA)

Demonstragcdo. Vamos ilustrar como as propriedades listadas decorrem das propriedades
de K provando (ii) e (iv), as demais demonstragdes seguem de maneira andloga e ficam a
cargo do leitor.

(ii) Sejam A = [(lij], B = [bij] eC= [Cij]' Entao ((A+B)+ C)ij = ((lij +bij) +cyj =
aij + (byj +¢yj) = (A + (B + C))y. Na igualdade do meio utilizamos a associatividade da
adigdo em K.

(iv) Para A = [ay], considere B = [—ay;], em que cada termo é o inverso aditivo do
termo correspondente de A. Entao, (A 4 B)ij = ajj — aij = 0. Caso C seja outra matriz
inversa aditiva de A, entao C=C+0=C+(A+B)=(C+A)+B=0+B=B. m

Observacgao 1.1. Como a matriz inversa aditiva de uma matriz A € unica, a denotaremos
por —A.

Outra operacdo importante entre matrizes é a multiplicacao.

Definigao 1.4 (Multiplicacdo de Matrizes). Dadas A € M(mxn,K), e B € M(nx q,K)
definimos o seu produto como sendo a matriz C € M(m x q,K) que é dada por

n
Cij = Z aikbkj.
k=1

Denotamos essa operagio por C = AB.

A multiplicagdo AB entre duas matrizes A e B s6 estd definido quando a matriz a
esquerda da operagdo possui o mesmo nimero de colunas que a quantidade de linhas da
matriz & direita da operacao, de modo que nao é para qualquer par de matrizes que a
operacao de multiplicagdo esta definida. Observe também que o produto de duas matrizes
pode ser uma matriz com formato diferente dos fatores. Além disso, mesmo quando os
produtos AB e BA estdo definidos, em geral o produto ndo € comutativo, i.e., AB # BA.
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b oo o= d
b oo of=b 4

No exemplo acima, além de identificarmos que o produto de matrizes nao é comutativo,
ainda vemos o caso de duas matrizes ndo-nulas cujo produto é a matriz nula, algo que
nao ocorre na multiplicagao em K.

Exemplo 1.2.

mas

Exemplo 1.3.
100 1T 1 =2 1T 1 =2
010 -3 0 2|=|-3 0 2
0 01 2 1 -1 2 1 -1

No exemplo acima, a matriz a esquerda é chamada de matriz identidade de ordem
1, i= j
0, i#£0
matrizes identidade. Assim, no exemplo temos a matriz identidade de ordem 3, I3. Elas
tém o importante papel de elemento neutro da multiplicacdo em M, (K).

Em uma matriz A, a diagonal principal é composta pelos elementos ai;, e A é
chamada de matriz diagonal se seus tinicos termos diferentes de 0 forem termos da
diagonal principal. Assim, as matrizes identidade I, sdo exemplos de matrizes diagonais.

3. As matrizes I, € M, (K) cujos termos sao (In)ij = di5 = sao chamadas de

Proposicao 1.2. Considerando que as matrizes A, B, C a sequir satisfazem das condigdes
que tornam possiveis as multiplicacoes e adicoes, sao vdlidas as sequintes propriedades:

i) (distributividade) A(B+ C) =AB+AC e (A+B)C=AC+BC
it) (associatividade) (AB)C = A(BC)
iii) (elemento neutro) Se A € My (K), Al, =LA =A

i) (multiplicagio pela matriz nula) A -0 =0

Demonstracao.

i) (AB+C)y = 2pa(B + Cly = 3y ailbyy + cij) = 2y (aibyy + aikeyj) =
2 aikbyy + 2y aicyy = (AB)y; + (AC)y; = (AB + AC)y. Andlogo para o outro
caso.

ii) ((AB)C)yj = 2 (AB)ixcij = 2 (3¢ aitbuey = D aie(D_ bccyj) = 2 ai(BC)y =
(A(BC))y

iii) (Aln)y = 2y @ikdkj = ayj, pois o tinico termo diferente de 0 na soma ocorre quando
k = ] caso em que Jjj—1, pois 8y = 0 sempre que k # j. Com explicagdo similar,
(In

1) = Zk ki = Qyj.
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iV) (AO)ij = Zk ClikO =0.
|

E importante destacar que diferentemente do que ocorre com corpos (como @, R ou
C), nem todas as matrizes ndo-nulas possuem inversa multiplicativa. No caso do exemplo
1 1

. 1 - 1
1.2, supondo que existe B tal que 0 0 B=B 0 0

0 0 0 1 1 1 0 0
—{0 O},obtemos {0 O}‘[O 0}-8_[0 0}-8,

, 0 que é um absurdo. Desse argumento concluimos

= I, ao multiplicarmos a direita

. 01 1
por B na igualdade [O O} . {0

nplicari 01 = 0
que implicaria | 1 -T2 =1

que a matriz

e

1 _ .. e
0 0| néo possui inversa multiplicativa.

A existéncia de inversa multiplicativa para uma matriz é, entdo, uma propriedade a
ser destacada.

Definicao 1.5 (Matriz Invertivel). Uma matriz A € My (K) é chamada de invertivel
quando existir B € My (K) tal que AB = BA = 1,,. O subconjunto de My,(K) formado
pelas matrizes que possuem inversa é denotado por GLn(K). Matrizes quadradas que nao
possuem inversa multiplicativa sdo chamadas de singulares.

Proposicao 1.3. Se A € M, (K) é uma matriz invertivel, entdo sua inversa € unica.

Demonstra¢do. Suponha que B e C sejam matrizes tais que AB=BA =1, e AC=CA =
I,,. Entdo B = BI,, = B(AC) = (BA)C =1,C =C. [

Como toda matriz invertivel A possui inversa tnica, a denotaremos por A~
Proposicao 1.4. Sejam A e B matrizes quadradas, entdo
i) se A € invertivel, entio A~ ¢é também invertivel e (A7) = A;
1) se A e B sao invertiveis, entao o produto é invertivel e dado por
(AB)"=BTA.
Demonstragio. (i) Da equagio A-A~1 = A~- A =1, segue da definicio de matriz inversa

que A é a matriz inversa de A~", i.e., A = (A~
(ii) Note que

(AB)(B'AT) =ABB HAT=AIATT=AAT =1,

(B'A)(AB)=B"(A'TA)B=B'IB=BB' =1L

Portanto, B-TA~! é a inversa de AB.
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Podemos definir recursivamente a potenciacdo de maneira natural, isto é, dadon € N
temos

AN =AMTA,
onde A® = 1,,.
11 0 0
) L . 0110
Exemplo 1.4. Sejam p uwm inteiro positivo e A = 001 1!l Calcule AP.
00 01
01 00
. . - 0010
Solugdo. Podemos escrever a seguinte decomposicio A =1+ T, onde T = 000 1
00 00

Calculando as poténcias de T, podemos perceber que T¢ = 0 para k > 4. Portanto,

AP = (I+T)P
= I+pT+ QYT+ BT
1 p P(P{U P(P*?E(P*Z)
B 0 1 p P(PZ*U
0 0 1 P
0 0 0 1

Exemplo 1.5. Dada uma matriz quadrada A de ordem m, tal que max |ay| = M, obtenha
uma cota superior para os elementos de A™, em funcio de m e M.

(n)

ij

temos que |a8)| < Me anZJ =Yy agyag) =

Solugdo. Denotando [A™];; por a
|a£j2)| =Yy ag) a](gj)\ <> |(1£1]<)| . |(11(<1j)\, pela desigualdade triangular. A limitacio
por M implica |a£j2)| <Y, M-M=mM2

Vamos agora utilizar indugdo para provar que Vn > 1, vale que Iagl)l < mv M,
Como o passo base é a hipoGtese |(1,E]-1 )I < M, basta provarmos o passo indutivo, assumindo
que \agl)l < mhtTMn.

De fato, como ag.nﬂ) = > a&)ag) (de A™T = A . A™M), segue que |a§jn+”| =

1 1 _

|2 e agk) al(;'l)l < i |a£k)‘ ' |a1(<?)‘ <Y MemtIMY = mtMe L

Concluimos, entao, que |agl)\ <mv MM, vn > 1. [
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O exemplo acima mostra uma limitacdo no crescimento dos termos de A™. Assim,
sendo A uma matriz quadrada qualquer, com max |aj| = M, podemos argumentar que

(A™)y
n!

- mnf1Mn B l(mM)n
- m nl

Usando o critério da razao, podemos argumentar que a série

o (AM)
Z n!J

n=0

¢é absolutamente convergente, para todo par ij. Deste modo, a série abaixo define uma
matriz quadrada de mesma ordem que A, uma vez que seu valor para cada linha 1 e
coluna j esta definida pelo limite da série anterior

ATI
I+ E —.
n!
n>1
A soma acima se assemelha a série de Taylor da funcdo exponencial de uma varidvel real
> n
(ou complexa) e* = E — Utilizando essa similaridade, vamos chamar a matriz obtida
n!

n=l
pela série acima de exponencial da matriz A, denotando

eA::I—i-Zi\TT.

n>1

A simbologia e nao deve fazer o leitor pensar que estamos fazendo potenciacio com

expoente matricial, apenas entenda como um nome dado & matriz definida pela série,
nome este que facilita recordar algumas propriedades dessa matriz. Por exemplo, e® = I
eset,k € K, entdo e(ttkA = tA+KA — otA okA

Vamos calcular algumas exponenciais explicitamente para ilustrar que nem sempre é

simples identificar e?.

Exemplo 1.6. Calcule e53.

100 n
Solugdo. Como I3 = [0 1 0f, obtemos I} = I3, ¥n > 1. Deste modo, —3' =
00 1 w
0 0
0 % 0 | do que segue
0o 0
o [ 0 0] [Xied O 0 e 00
I_ S _ ’ 1 1 —
el=1+) [0 & o|=] 0o Yl.& 0 |=0e0
n=10 O % 0 0 Z;—O% 0 0 e
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01 00
0010
B _
Exemplo 1.7. Calcule e®, em que B = 000 11°
00 00

Solug¢do. Para efetuarmos o calculo de e, devemos entender quais sdo os elementos de
B™ para cada n > 1. Ao efetuarmos os céalculos, obtemos que

00 1 0 00 0 1
00 0 1 000 0
2 3 4
B =10 o000 ¢ ®=loo0o0o ¢B=0
000 0 000 0

0100 0010 0001
G, |00 T O Tl 00 Tl 110000
000 1/ 72/0 000 73100000
000 0 0000 0000

11 12 1/6

B 01 1 12

' 00 1 1

00 0 1

Exemplo 1.8. Calcule e, em que A = {Oa (ﬂ .

Solugdo. Mais uma vez, comecamos calculando as primeiras poténcias de A para entender
seu comportamento.

10 a , |—a* o 3 |0 —a? 4 |at 0
A_{—a 0}’}\_[0 —az}’A_Lﬁ 0 ’A_Oa4’

0 a® —a® 0 0 —da’ ad o

A sequéncia obtida acima nos sugere provar por inducio as férmulas

P G D 0 el 0 (—1)ra? !
ATt = [ 0 (_])na2n e A = (_])n—H a2+l 0 .

Como, pelas poténcias de A ja calculadas os passos base ja estao feitos, vamos apenas
averiguar os passos de inducdo. Assumindo a férmula vélida para A?™, note que

Andl) _ a2 _ Az a2 _ |(=1)Ma™ 0 et 0
A =A =AT- A= |: 0 (1) 2



