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Prefacio

Este livro surgiu das notas de aula dos professores Rafael Aleixo de
Carvalho e Felipe Vieira, que ministram a disciplina de Fundamentos
de Matematica, do curso de Licenciatura em Matematica do campus
Blumenau da UFSC - Universidade Federal de Santa Catarina. Ao
longo dos anos, os rascunhos desse livro foram disponibilizados para
nossos estudantes, e agradecemos a elas e eles pelas sugestdes e
correcoes.

Nos inspiramos nas obras presentes na bibliografia, tanto para
apresentar uma sequéncia o mais logica possivel de apresentagdo para
os contetildos, quanto para montar as listas de exercicios. Nelas, alids,
ha algumas questdes do tipo “Pesquise sobre”, que sdo sugestdes de
leitura adicionais que vocé pode fazer para ampliar seu conhecimento,
tanto histérico da teoria, quanto sobre temas que ndo couberam neste
material.

Diferente das ciéncias experimentais, onde a “verdade” é estabe-
lecida por observagdo e testes empiricos, a Matematica se baseia em
deducdo l6gica. Portanto, ao se adentrar na Matemadtica universitaria,
ndo demora muito para que seja necessdrio entender o que sdo
demonstracdes matematicas, o alicerce do conhecimento matematico.
E, a primeira vista, parece simples afinal uma demonstracdo é
uma sequéncia de argumentos rigorosos que, partindo de axiomas
ou teoremas previamente aceitos, estabelece a validade de uma
nova afirmagdo. O problema é que resumir esse conceito crucial
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da Matemdtica em uma frase tdo curta parece demasiadamente
pretensioso, afinal existem demonstragdes de resultados modernos na
Matematica que ultrapassam a barreira das centenas de péaginas!

Mas aqui, o que queremos é focar nesse encadeamento ldégico
(sequéncia de argumentos), ou seja, como funciona a criagdo de
uma conexdo entre uma hipétese com uma tese. Como explicar
matematicamente que um conjunto de ideias implica em outro. Como
provar que isso implica aquilo. E é por isso que focaremos nos
métodos, nas ideias que estdo presentes em como demonstrar, e ndo
nos resultados em si.

E é por isso que 0 nosso objetivo com este livro é introduzir ndo so-
mente as demonstragdes em Matematica, mas também o pensamento
matemadtico. De uma forma simples, o pensamento matemdtico é a
habilidade de raciocinar abstratamente, identificar padrdes, formular
conjecturas e desenvolver argumentos 16gicos rigorosos. Ele envolve
ndo apenas a resolugdo de problemas especificos, mas também a
compreensdo estrutural das ideias matematicas, permitindo conexdes
entre diferentes areas do conhecimento. Esse tipo de raciocinio é
fundamental tanto para a Matematica quanto para suas aplicagdes em
Ciéncias, Engenharia e Tecnologia.

Com isso em mente, comegamos com a base para toda a teoria, no
Capitulo 2. Nele, conversaremos sobre os primeiros passos necessarios
para que vocé consiga compreender o que vird adiante. Falaremos
sobre conectivos, tautologias, quantificadores e esbocaremos as nossas
primeiras demonstragdes.

Esse contetido ndo é simples, visto que usa uma notac¢do estranha
que envolve os conectivos e suas tabelas verdade. Mas, com os
exemplos e exercicios fornecidos, temos certeza de que a leitura
ndo sera dificil. Ademais, nesse momento, abordaremos problemas
bem simples, com o tnico intuito de apresentar como funciona o
encadeamento l6gico de uma demonstragdo matemdtica. Essa parte
inicial da teoria é importante para uma concisa introdu¢do ao mundo
da Légica Matematica, mas vocé ndo deve se apegar a ela, visto que

VI
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poucas se¢des depois veremos modos mais atrativos de se abordar tais
aspectos.

No Capitulo 3 apresentamos o conceito de conjunto. Apesar
de todos sabermos do que se trata — uma cole¢do de objetos — ha
muitos resultados que podem ser obtidos sobre eles, principalmente se
utilizarmos o conhecimento adquirido no capitulo anterior. Veremos
como relaciond-los, compara-los e como medir seu tamanho. Ao fim
do capitulo, aprenderemos sobre os conjuntos verdade, um conceito
importantissimo para os contetidos que virao a seguir.

Apesar de termos abordado alguns métodos de demonstragdo
anteriormente, talvez o mais desafiador deles para aqueles que estdo
iniciando sua jornada em livros de Matematica merece uma atengdo
especial: o Principio da Indu¢do Matemaética (PIM). Ele serd abordado
no Capitulo 4 e, por ser uma ferramenta crucial para o entendimento
de conjuntos bdasicos na Matemadtica, trataremos dele através de
muitos exemplos. Ademais, veremos alguns outros principios que sdo
equivalentes a esse importante axioma de Peano.

Agora que temos mais essa ferramenta de demonstragdo, caminha-
mos na diregdo de definir o que sdo relagdes dentro da Matematica.
No Capitulo 5 detalhamos muitas delas, que resultam em importantes
ferramentas quando queremos estudar conjuntos. Em particular,
veremos 0 que sdo relagdes de ordem, que generalizam o conceito da
ordenagdo dos niimeros inteiros, e relagdes de equivaléncia que, dentre
muitos usos, é crucial para a constru¢do de conjuntos quociente.

Por fim, no Capitulo 6, estudamos em detalhes o importante
conceito de fungdo, a base de praticamente toda a Matemadtica.
Veremos que, no fundo, uma fung¢do é apenas um caso particular de
relacdo, que ja teremos estudado no capitulo anterior.

Assim, ler, compreender e estudar este livro ndo vai apenas
apresentar contetidos importantissimoos para um entendimento pleno
da Matematica, mas vai fornecer uma sélida base para aqueles que
pretendem seguir estudando, por exemplo, em cursos universitdrios
de Matematica ou mesmo de areas correlatas. E esse é o principal
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objetivo desse livro, que ele represente o inicio de uma sélida e incrivel
caminhada dentro da Matematica.

RAFAEL ALEIXO DE CARVALHO
FELIPE VIEIRA
Blumenau, junho de 2025
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1

Introducao

Os primeiros vestigios do pensamento matemdtico remontam a mais
de 35 mil anos, como sugere o Osso de Lebombo. Ainda assim, a
evolucdo dessa ciéncia foi lenta até que se percebeu a necessidade
de uma escrita matemaética sistematica. Hé& cerca de 5 mil anos, os
egipcios ja utilizavam simbolos para representar quantidades, e muitos
de nés conhecemos os algarismos romanos (I, V, X, L,C, D, M).

Embora esses sistemas tenham possibilitado avangos na aritmética,
sua estrutura era pouco pratica. Representagdes numéricas exigiam
notacdes extensas e complexas, tornando célculos longos e suscetiveis
a erros. Mesmo assim, essas civilizagdes ja aplicavam conceitos
matemadticos sofisticados. A construcdo da Pirdmide de Quéops, por
exemplo, com seus impressionantes 150 metros de altura, ndo teria
sido possivel sem conhecimentos matematicos bem estabelecidos.

Apesar desse progresso, a notagdo matemdtica permaneceu
rudimentar por séculos, e muitas no¢des essenciais careciam de uma
formulagdo precisa. Por exemplo, o conjunto dos ntiimeros naturais
conhecidos a muito tempo teve sua axiomatizagdo — isto é, sua
descri¢do formal baseada em principios fundamentais (axiomas) —
sistematizada em 1881 por Charles Sanders Peirce. Em 1888, Julius
Wilhelm Richard Dedekind propdés uma abordagem alternativa, e,
finalmente, em 1889, Giuseppe Peano apresentou sua famosa defini¢do
no Arithmetices Principia. Nova Methodo Exposita, que ainda hoje é
referéncia.
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Assim, mais de 35 mil anos foram necessarios para que um conceito
simples como contar se tornasse um conceito perfeitamente definido.
Isso s6 mostra como a Matematica, muitas vezes, funciona: utilizamos
amplamente um conceito, desenvolvemos suas consequéncias, mas
talvez ndo temos uma maneira concisa de escrevé-lo.

O mesmo ocorreu com a Loégica Matematica. H& milénios,
matemadticos ja& demonstravam teoremas — um exemplo clédssico é o
Teorema de Pitdgoras, provado hd milhares de anos. No entanto,
o estudo formal da légica dentro da Matematica s6 teve inicio nos
altimos dois séculos, com os trabalhos de George Boole e Augustus
De Morgan. Foi apenas no inicio do século XX que Ernst Schroder
consolidou esses estudos ao publicar sua obra Vorlesungen iiber die
Algebra der Logik.

Com essa fundamentagdo, a Matemdtica experimentou avangos
significativos, mas também enfrentou desafios. O surgimento de
paradoxos e inconsisténcias desencadeou uma crise nos fundamentos
da Matematica. Na década de 1920, David Hilbert propdos um
programa ambicioso (Programa de Hilbert) para estabelecer bases
solidas e isentas de contradi¢des. No entanto, cerca de dez anos
depois, Kurt Godel demonstrou, por meio de seus Teoremas da
Incompletude, que essa empreitada era inalcangéavel.

Apesar de tantas idas e vindas, todos esses trabalhos foram
importantissimos para o desenvolvimento da Matematica, afinal
muitas vezes erros também levam a importantes e futuros acertos. E
aqui, nesse livro, apresentamos um pouco dos resultados de toda essa
histéria.
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Logica Matematica

A Loégica Matemadtica é a 4rea que estuda o raciocinio dentro do
contexto desse mundo maravilhoso da matemdtica. De forma geral,
ela pode ser vista como a andlise dos métodos que usamos para
argumentar, com foco principal nas regras que tornam tal raciocinio
vélido, sem se preocupar tanto com o tema especifico que esta sendo
discutido. Ela é essencial para entender o que faz um argumento
ser correto ou ndo, sendo uma ferramenta importante niao sé na
Matematica, mas também na filosofia e na ciéncia da computacéao.

Parece confuso, mas a logica se preocupa com a forma da escrita,
em vez do contetido de argumentos. Por exemplo:

¢ Todos homens sdo mortais. SoOcrates ¢ um homem. Portanto,
Sécrates é mortal.

¢ Todos cachorros sdo brincalhdes. Pepe é um cachorro. Portanto,
Pepe é brincalhdo.

Perceba que os argumentos acima tém contetidos completamente
distintos e ndo falam sobre a Matematica, porém, se analisarmos a
forma como eles estdo escritos, ambas sentengas sdo do tipo:

A sdo B. C é um A. Portanto, C é B.

Ou seja, para cada A, B e C dados, o argumento tem um contetdo
diferente, mas ndo muda sua esséncia, a forma, isto é, a ideia que
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se quer passar. Assim, a logica se preocupa com a formalizacdo e
validagao de raciocinios.

Dentro da Matematica, o principal uso da légica é no entendimento
da forma precisa e adequada de como funciona uma demonstracao.
As demonstragdes sdo o que fazem a Matematica evoluir e, portanto,
precisamos saber como elas funcionam sem se preocupar, inicialmente,
com seu contetido.

E é que queremos neste primeiro capitulo: entender, de verdade,
0 que é uma demonstracdo matematica. Para isso, iniciaremos
adentrando no mundo da légica, que é o fundamento tedérico que
precisamos para, posteriormente, trabalhar com argumentos e o
principio da demonstragéo.

2.1 Conectivos

Os elementos fundamentais da légica sdo as proposicdes, que sdo
frases ou sentengas declarativas que podem ser classificadas como
verdadeiras ou falsas, mas nunca ambas ao mesmo tempo.

Exemplo 2.1.1 Vejamos alguns exemplos de proposigdes.
¢ “1 é maior que 2”.
* “0 quadrado azul é vermelho”.

* “a soma dos quadrados dos catetos de um triangulo retangulo é
igual ao quadrado da hipotenusa”.

* “todo quadrado tem os quatro lados iguais”.

Observe que as sentencas declarativas acima sdo proposicdes, pois
podemos determinar se elas sdo verdadeiras ou falsas. Alids, as
duas primeiras proposi¢des sdo falsas, enquanto as duas tltimas sdo
verdadeiras.

Para esclarecer, uma proposi¢do ndo é meramente uma frase, ela
precisa declarar algo que é verdadeiro ou falso. Isso nos indica que
nem toda sentenca é uma proposi¢do, Como vemos a seguir.

4
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Exemplo 2.1.2 Vejamos certas sentengas que ndo podemos decidir
sobre sua veracidade.

e “x-3=14".
¢ “qual o seu nome?”.
e “esta sentenca é falsa”.

A primeira sentenga é declarativa, porém ndo ha como decidir
se ela é verdadeira ou falsa até sabermos o valor de x. A segunda
sentenga é interrogativa e, portanto, ndo é uma proposigdo. Lembre-
se, para uma sentenca ser uma proposi¢do, ela precisa antes de
tudo ser declarativa. Assim, sentencas interrogativas, exclamativas,
imperativas ou optativas ndo sdo proposicoes.

Ja a terceira sentenca é declarativa, mas ndo podemos determinar
se ela é verdadeira ou falsa. Na verdade, essa ultima sentenca é
um exemplo do que chamamos um paradoxo pois, se tentarmos
determinar se a sentenca é verdadeira, temos:

* Se ela fosse verdadeira, entdo seria falsa.

e Se ela fosse falsa, entdo “esta sentenca é falsa” deveria ser
verdadeira.

Neste material, denotaremos as proposi¢des por letras mintsculas,
p,q,t,..., e chamaremos de valor verdade de uma proposicdo o valor
que indica se ela é verdadeira ou falsa. A uma proposi¢do verdadeira
serd atribuido um valor verdade V (de verdadeiro) e a uma proposicdo
falsa, um valor verdade F (de falso). Por exemplo, “1+1 < 3”
tem valor verdade V, enquanto “1 +1 = 3” tem valor verdade F. Tal
nomenclatura é muito importante para que possamos, ao longo dos
nossos estudos, simplificar a notagdo matematica.

Nas demonstra¢des matematicas usamos a todo tempo a combina-
¢do de proposi¢des. Tais combinag¢des serdo chamadas de proposi¢des
compostas. Elas sdo construidas através dos conectivos, como

£ _rr i 7

e”,“ou”, “implica”. E quando temos uma proposi¢do composta,
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chamamos de subproposigdo cada proposi¢do que foi conectada.
Sempre que os conceitos estiverem claros e sem ambiguidade,
denominaremos as proposi¢des compostas apenas por proposigdes.

Vejamos um exemplo, sem ainda nos aprofundarmos nas defini-
¢Oes dos conectivos:

“2 é um namero par e 3 é um nimero impar”.

Veja que tal proposi¢do composta tem valor verdade V, e ela tem duas
subproposi¢des também verdadeiras, a saber, “2 é um ntimero par” e
“3 é um numero impar”. Nesse caso, o conectivo é “e”.

Uma maneira visual interessante para o estudo dos conectivos é
a tabela verdade. O que fazemos é colocar cada proposi¢do em uma
coluna e a jungdo delas com o respectivo conectivo na terceira e tltima
coluna. A partir disso, com base na veracidade de cada uma delas,
determinamos se sua juncdo também é verdadeira. Assim, quando
estivermos falando de duas proposi¢des p e g relacionadas através
de um conectivo, sua tabela verdade possuird quatro linhas além do
cabecalho.

Comecemos a estudar os conectivos com mais detalhes, combi-
nando duas ou mais proposigdes com o conectivo “e”.

Intuitivamente, esse conectivo funciona como na Lingua Portu-
guesa: “isso e aquilo sdo verdadeiras” significa que ambas, ao mesmo

tempo, devem valer.
Definicdo 2.1.3 A conjungdo das proposicdes p e q, denotada por

pPAq

é verdadeira quando ambas as proposicdes p,q sio verdadeiras. Sua tabela
verdade é, portanto

Pla|rig
vIiv] v
VIE| F
F|V]| F
F|F| F
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Assim, inferimos que o valor verdade de p A g é V quando ambas
as proposi¢des p e q sdo verdadeiras, caso contrario p A q é falsa, e
note que esse é o significado usual de “e” que utilizamos na Lingua
Portuguesa. Da mesma forma, os conectivos “mas”, “ademais” e

“"_ 7

“também”, tém o mesmo sentido légico que “e”.
Exemplo 2.1.4 Considere

p:1<2,

q:3#4,
r:1=2.

z

Assim, a proposicdo p A q: “1 < 2 e 3 # 4” é verdadeira, pois ambas
as proposigdes p e g sdo verdadeiras. Porém, a conjuncdo p Ar: “1 < 2
e 1= 2" éfalsa, pois r é falsa.

Outro conectivo que precisamos entender é o conectivo “ou”, que
também é chamado de disjuncéo.

O “ou” na Lingua Portuguesa é frequentemente usado em um
sentido exclusivo, ou seja, é considerado verdadeiro somente quando
exatamente uma das subproposicdes é verdadeira, e ndo ambas. Por
exemplo, quando dizemos “esse livro é de geografia ou de fisica”,
ndo esperamos que o livro pertenca simultaneamente a ambas as
disciplinas. Nesse contexto, o “ou” que usamos é um “ou” exclusivo,
indicando que o livro é de uma dessas matérias, mas ndo de ambas ao
mesmo tempo.

Porém, na defini¢do légica utilizamos o “ou” inclusivo, que consi-
dera a proposi¢do verdadeira se pelo menos uma das subproposicdes
for verdadeira, incluindo o caso em que ambas sejam verdadeiras.
Assim, esse “ou” inclusivo corresponde ao “e/ou” frequentemente
encontrado em documentos e linguagem formal.

Essa diferenca entre o “ou” inclusivo e o “ou” exclusivo é
fundamental para a interpretagdo correta das proposi¢des em légica
matematica.
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Definicao 2.1.5 A disjungdo das proposigoes p e q, denotada por
pPVvq

¢ verdade quando pelo menos uma das proposigdes p,q é verdadeira. Sua
tabela verdade tem a sequinte forma:

4

%4
|4
F
F

<Y <=
<< <L

Para exemplificar o contexto do “ou” empregado em légica
matematica (inclusivo) temos a seguinte piada:
— A Sra. Fulana j4 teve o bebé? — perguntou a esposa.

— Sim — respondeu o marido, que além de obstetra é
matematico.

— E um menino ou uma menina?

— Sim, certamente!

Exemplo 2.1.6 Sejam as proposicoes

p : A Terra é plana,
g : A zebra é um animal,
r : O homem ja pisou na lua,

s : Vacinas ndo funcionam.

Veja que q V r é verdadeira, pois ambas valem. Também, pVq é
verdadeira, apesar de apenas g ser verdade. Porém, a disjungdo p Vs
é falsa, pois claramente ambas as subproposi¢des sdo falsas.

Outro importante conectivo é a negacdo, conhecido pelo uso da
palavra “ndo” ou das expressdes “é falso que”, “ndo é verdade que”,
“ndo é o caso que”, entre outras. Perceba que ele ndo conecta duas ou
mais proposi¢des, mas apenas altera o significado 16gico de uma tnica

proposigao.
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Definigao 2.1.7 A proposicio formada pelos opostos dos valores verdade da
proposicio p é chamada de negagdo de p e denotada por

Np_

Lemos ~ p como “ndo p”. Sua tabela verdade é

pl~p
V| F
F| V

Exemplo 2.1.8 Vejamos alguns exemplos de negacdo de uma proposi-

¢ao.

Considere a proposi¢do p: “x +2 = 4 é uma equagdo de primeiro
grau”.
A negacdo ~ p é “x +2 = 4 ndo é uma equagdo de primeiro
grau”.

p: “todo queijo azul é quadrado”. J4, ~ p: “ndo é verdade
que todo queijo azul seja quadrado” ou “todo queijo azul ndo
é quadrado”.

p: “1+2 = 4”. Portanto, ~ p: “1+ 2 ndo é igual a 4” ou
l/l _’_2#4//

p: “1 <2”. E, assim, ~ p: “1 > 2”.

Para evitar ambiguidades, usamos o ~ somente para negar o

simbolo que vem imediatamente a seguir, o qual representard uma
proposicdo. Entdo, por exemplo, ~ p V g significa (~ p) V g em vez
de ~ (p V q). Veja que é assim que funciona a negagdo na Aritmética,
visto que —1 + 2 representa (—1) +2 =1 endo —(1+2) = —3.

Uma discussdo importante é sobre como falar as negacdes de

composic¢des de proposi¢des na Lingua Portuguesa (e aqui seguiremos

Kurtz [9]). A questdo é: como distinguimos entre ~ pVge ~ (pVq)

em nossa fala?
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Suponha que p representa “2 42 = 4” e g representa “3 +2 < 4”.
A proposi¢do “Nao é o caso que 2 +2 = 4 ou 3 +2 < 4”, na fala, vai
significar = (p V q). Ou seja, vamos adotar a convenc¢do que “nao é
o caso que” (ou uma negacdo similar) aplica-se a tudo que segue até
algum tipo de grupamento claramente estabelecido.

Para expressar a outra possibilidade, onde negamos apenas a
primeira proposi¢do, devemos utilizar uma pausa na fala: “Nao é o
caso que 242 =4, ou 3 +2 < 4”. Assim, isso significaria ~ p V q.

Determinar os valores verdade de uma proposi¢do composta
analisando os valores verdade de suas subproposi¢des, pode ser uma
tarefa complicada. Exemplificamos a seguir um método para seu
entendimento.

Exemplo 2.1.9 Vamos construir a tabela verdade para a proposicdo
- (pV —q). O primeiro passo é determinar todas as possibilidades de
valores verdade para as subproposi¢des e colocar cada possibilidade
em uma linha da tabela verdade que queremos construir. Para
esse caso, existem 4 quatro possibilidades de combinagdo de valores
verdade de p e g, ou seja, a tabela verdade tem 4 linhas:

P - ( P Vv - q )

%4
|4
F
F

m <= <=

O segundo passo é transportar os valores verdade das subproposi¢des
para suas respectivas colunas na tabela verdade.

= ( V =

= m<[<|=
= <= <=
=[m<[<|=
= <= <=
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