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Prefacio

2

O objetivo deste livro é apresentar a teoria das formas quadraticas
bindrias desenvolvidas no século retrasado em seus aspectos algé-
bricos por Gauss e em seus aspectos analiticos por Dirichlet. Essa
teoria, que antes pertencia ao ensino comum em matemadtica, hoje é
frequentemente apresentada aos alunos apenas como um exemplo da
teoria algébrica dos ntimeros moderna, da teoria analitica dos ntimeros
ou da teoria de corpos de classe. Contudo, como esta possui uma
grande beleza e também é acessivel por meios elementares, penso que
seria mais apropriado fazer o oposto: usa-la como uma introdugédo aos
territérios mencionados, que surgiram historicamente disso.

Como o livro pretende ser uma introdugédo, os pré-requisitos sdo
reduzidos ao minimo, a saber:

¢ da éalgebra: conceitos bdsicos sobre grupos e anéis e o teorema
da estrutura para grupos abelianos finitamente gerados;

¢ da andlise complexa: somente os conceitos de “fungdo holo-
morfa”, “funcdo meromorfa”, “residuo” e “continuagdo anali-
tica” (o teorema da integral de Cauchy nédo é usado);

* 0 conteido de um curso elementar de um semestre em teoria
dos ntimeros; em particular: congruéncias, simbolo de Legendre
e reciprocidade quadratica.
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O livro é baseado em aulas dadas pelo autor em Bonn (verdo*
de 1975) e Harvard (inverno de 1977) e é intencionado como precursor
de um livro mais abrangente em inglés. Eu gostaria de expressar
meus sinceros agradecimentos a Hanspeter Kraft, David Kramer e
Winfried Kohnen, que leram e comentaram extensivamente em partes
do manuscrito; acima de tudo, gostaria de agradecer a Silke Suter por
seu apoio ao longo deste projeto e por sua ajuda com o idioma alem&o
e com outros problemas.

Convencgdes e terminologia

Denotamos por Z, N, Q, R, C o conjunto dos ntmeros inteiros,
naturais (i.e., inteiros estritamente positivos), racionais, reais e
complexos. A cardinalidade de um conjunto C é denotada por |C|
ou #C. Para x € R, |x] é o maior inteiro n < x. Se f e g sdo
fungdes de uma varidvel x com x — a (frequentemente 2 = 0 ou ),
as notagdes f = O(g), f = o(g) e f ~ g significam, respectivamente,
que a razdo f(x)/g(x) permanece limitada, tenda a 0, ou tende a 1
conforme x — a.

* No hemisfério norte!
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Parte 1

Séries de Dirichlet






1

Séries de Dirichlet: Teoria Analitica

Nesta e na préxima secdo, descreveremos as propriedades mais
elementares de séries de Dirichlet, que exercem um papel fundamental
na teoria analitica dos ntimeros, assim como séries de poténcias na
teoria de fungoes.

Na teoria de séries de poténcia, toma-se as fungdes de poténcia
z — 2" (n € N) como as fungdes bésicas, e tenta-se representar fungdes
arbitrarias como combinag¢des destas. Na teoria de séries de Dirichlet,
tomamos por sua vez as fungdes exponenciais z — e ** (A € R) como
os elementos bdsicos; porém, como R ndo é enumeravel, é necessario
limitarmos a uma sequéncia {z + e~ "%} onde A, sdo ntmeros

reais que assumimos satisfazer

nelN’s

(1.1) M<A <o, Ay =00

Por dltimo, notamos que é padrdo na teoria de séries de Dirichlet
denotar a varidvel complexa por s (ao invés de z como na teoria de
fungdes), e sua parte real e imagindria por ¢ e t, respectivamente (ao
invés de x e y). Assim, temos o seguinte:

Defini¢do. 1.1 Uma série de Dirichlet é uma série

(1.2) Y. ape M,
n=1
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onde A, sdo numeros reais satisfazendo (1.1), 4, sdo numeros
complexos arbitrarios, e s = ¢ + it € um ntmero complexo.

z

Exemplo 1.2 (A, = n) Esta certamente é a escolha mais 6bvia para
a sequéncia (1.1), mas isto ndo nos leva a uma nova teoria, pois a
substitui¢do z = e~ ° na série (1.2) é da forma }_ a,z", entdo a teoria de
séries de Dirichlet neste caso é idéntica a teoria usual de fungoes.

Exemplo 1.3 (A, = logn) Com esta escolha de expoentes, a série (1.2)
pode ser reescrita de uma forma melhor:

(1.3) Y agm.
n=1

Este é o caso relevante para a teoria analitica dos niimeros. Uma série
da forma (1.3) é chamada de série de Dirichlet ordindria.

Quando e onde uma série de Dirichlet converge? Para uma série
de poténcias ) a,z" nés sabemos que existe um ntmero real ndo
negativo R (o raio de convergéncia) para o qual ) a,z" converge para
todo z com |z| < R, e para nenhum z com |z| > R (usando R = 0
ou R = oo para séries que convergem para nenhum ou para todo
ponto, respectivamente). Para o caso A, = n do primeiro exemplo,
isto pode ser transferido de forma imediata para a varidvel s usando
a substituigdo z = e °; para op = log1/R, vemos que a série (1.2)
converge para todo s com ¢ > 0y, e para nenhum s com ¢ < 0y (com
o comportamento na reta ¢ = ¢y correspondendo ao comportamento
de convergéncia no |z| = R). Veremos agora que este exemplo exibe o
comportamento de convergéncia tipico de uma série de Dirichlet.

Teorema 1.4 Se a série (1.2) converge para s = sy, entdo ela converge
uniformemente em conjuntos compactos para s na regido Re(s) > Re(so).
Sendo assim, existe um niimero real oy tal que a série (1.2) converge para
todo s com o > 0y, e diverge quando o < oy (se (1.2) é convergente

2
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ou divergente em todo ponto, colocamos 0y = —o0 ou o9, respectiva-
mente). A fungio de s definida na regido o > oy por

(1.4) fls) =Y aye
n=1
é holomorfa; as derivadas de f(s) sdo dadas por
(15) fHs) = (“1F Y A ane™,
n=1

e a série de Dirichlet no lado direito também converge para o > 0y.
O ntimero oy é chamado de abscissa de convergéncia da série de
Dirichlet (1.2).)

ProvA. S6 precisamos provar a primeira afirmacédo, pois a existéncia
de um 0p com as propriedades dadas é entdo clara, e (1.4) ser
holomorfa tdo quanto a admissibilidade de diferenciar sobre o
sinal de soma (assim obtendo (1.5)) seguem do conhecido teorema
de Weierstrass sobre convergéncia uniforme. Provaremos mais
ainda: mais especificamente, mostraremos que a série converge
uniformemente em regides do tipo

(1.6) |arg(s —so)| < g —e< g;

isso é mais forte que o enunciado do teorema, pois todo compacto
K C {s | o > oy} estd contido numa regido angular da forma (1.6)
(veja figura).
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Introduzimos a notagao
N N
(1.7) A(N) = Z a,, A(M,N) = Z a,, AM,M—1)=0,
= n=M

que serd usada vérias vezes nesta secdo. Sem perda de generalidade,
podemos assumir sy = 0 (trocando s por s + sp, e a, por ape 0y,
assim, ) a, é convergente, e para todo ¢ > 0 existe Ny tal que
|A(M,N)| < e para todo N > M > Njy. Portanto, para N > M > N,

N N
Y aet =) (A —AM,n—1))e”
n=M n=M

(M, M)e™ — A(M, M)e™"M+15 + A(M, M + 1)e~Hme1°
<+ A(M,N —1)e =15 — A(M,N — 1)e
+ A(M, N)e s

N-1
= ¥ AM,n) (M — e M) £ A(M, N)e
n=M

(este truque é chamado de o método da soma de Abel). Temos

Ans1 Ant1
- s/ e du| < |s\/ ‘e’s“‘ du
Au An

A
_ ’S|/ n+1 efgu du — |Z-‘ (ef)\nv _ efAnJrlU) ,
An

e o valor de |s|/ o é cotado por alguma constante C na regido (1.6) (com
sop = 0); logo, para ¢ > 0, temos

‘ef)\ns . e*)\n+1s

N N-1
Y. me | < Y AWM, m)] et e heen| + JAGM, N e
n=M n=M
N-1
S C€ (e*/\ng e n+l‘7> +ee” ANO
n=M
< Cee M7 + ge N7 < (C + 1)6_/\7\70‘78,
o que implica a convergéncia uniforme de (1.2) neste dominio. O

4
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Como determinar a abscissa de convergéncia de uma série de
Dirichlet? N6s queremos especificar uma férmula para ¢y em termos
dos coeficientes a,, de forma andloga a férmula R = liminf |an\_1/ n
para o raio de convergéncia da série de poténcias ) a,z". Isto é dado
pelo seguinte teorema.
Teorema 1.5 Seja Y_a,e ** uma série de Dirichlet com Y. a, divergente.
Entdo, a abscissa de convergéncia oy é dada por

(1.8) 0p = limsup M
N—o0 AN

onde A(N) é a soma dos coeficientes definida em (1.7).

Observagdo. Se ) a, converge, entio o teorema ainda é vélido se
considerarmos, ao invés de A(N), a soma Y,  ya,. De toda forma,
podemos sempre assumir que ). a, diverge, deslocando op (para
termos op > 0) por alguma quantidade adequada.

Prova. Por fins de simplificar a exposicdo, lidaremos apenas com o
caso de séries de Dirichlet ordindrias: Ay = log N; sendo assim, temos
que mostrar que

log |A
(19) 0p =7 := limsup log |AIN)] _ inf{a € R | A(N) = O(N®)}.
N—oco log N

(A igualdade A(N) = O(N*) significa que existe um ntmero B > 0
tal que |A(N)| < BN* para todo N.)

Seja o > 0y. Entdo }_a,n"7 é convergente, e | ZnNzl apn~’| < C para
todo N e algum C apropriado. Com o auxilio do método de somas
parciais de Abel (como na demonstracdo do Teorema 1.4) obtemos

[AN)| = | ) (aan™) 07

M=

T

1

(mé "‘mm_a) (n” — (n+1)7) + (Z a,m“’) NC

n=1

1

3
Il

5



FUNGOES ZETA E CORPOS QUADRATICOS

N-1| n
<Y Y. awm 7 (n+1)7 Zan I NY
n=1 |m=1
N—1
<CY ((n+1)"—=n")+CN’ <2CN°,
n=1

logo v < ¢, e como isto se aplica para todo ¢ com ¢ > ¢p, concluimos
que 7y < 0p.

Para a volta, tome ¢ > . Assim obtemos, novamente por somas
parciais, que

N
(1.10) Y oam =) Am)(n7—(n+1)"7) + AN)N°.
Tome « tal que ¥ < a < ¢ e C tal que |[A(N)| < CN" para todo N.
Entdo, temos que
|A(n)(n=" = (n+1)"7)| < Cn*(n~7 = (n+1)7)

n+1
= Can“/ x 7 dx < Con* 71,
n

|A(N)N"7| < CN*"7 — 0;

como Yoo nt o1

finito conforme N vai para co, portanto o > 0y e (como isso se aplica
para todo o > ) v > oyp. O

converge, o lado direito de (1.10) possui um limite

Exemplo 1.6 a) Seja

1 1
2s+3s+

(esta é a famosa funcdo zeta de Riemann, que estudaremos em §4).
Aqui temos a, = 1, A(N) = N, e entdo 0p = v = 1; a série (1.11)
converge para ¢ > 1.

b) Seja

(1.11) C(s) =1+

(1.12) P(s)=1— =+ = —---
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Aquia, = (=1)""!, A(N) =1 ou 0 dependendo se N é impar ou par,
e 0p = v = 0; portanto, a série (1.12) converge para ¢ > 0 e define uma
fungdo analitica neste semiplano. Contudo, para ¢ > 1 nds claramente
temos

013 =26 =25+ ) = (1200,

logo obtemos um método de continuar {(s) para o semiplano o >
0, com possiveis polos (simples, no maximo) nos pontos s = 1,
1+27mi/log?2, 144/ log?2 etc., onde o fator (1 —2!7%) se anula.

Estes exemplos mostram uma grande diferenga entre a teoria de
séries de Dirichlet (ordindrias) e a de séries de poténcias. Da férmula
—1/n segue que as séries de poténcias }_a,z" e }_ |a,|z"
possuem o mesmo raio de convergéncia; com a exce¢do de que, no
circulo de convergéncia |z| = R em si, a série sem valores absolutos
pode convergir para certos valores de z e divergir para outros. Em
contraste, a série de Dirichlet (1.12) é convergente para ¢ > 0, mas série
correspondente com sinais positivos (isto é, (1.11)) converge apenas

R = liminf |a,|

para o > 1. Este é um caso extremo em certo sentido, pois podemos
obter facilmente o seguinte resultado de (1.9):

Teorema 1.7 Seja Y a,n~° uma série de Dirichlet com abscissa de
convergéncia oy e seja oq (> 0y) a abscissa de convergéncia de Y |a,|n—".
Entdo, temos:

o < op—+ 1.

Observagao 1.8 Este teorema é vélido apenas para séries de Dirichlet
ordindrias: e.g., a série Y . ,(—1)"(logn)*/+/n converge para todo s,
mas ndo converge absolutamente para nenhum s.

Existe uma diferenca ainda mais importante entre séries de
Dirichlet e as séries de poténcias. Para séries de poténcias, o raio
de convergéncia pode ser determinado ndo somente como uma fungéo
dos coeficientes, mas também pelo comportamento da fungado analitica
definida pela série, mais precisamente como o valor absoluto da

7
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menor singularidade: se a série ) a,z" representa uma fun¢do que
pode ser continuada holomorficamente para |z| < r, entdo a série
converge nesta regido. Para séries de Dirichlet isso ndo é verdade
— a funcdo ¥(s), definida para ¢ > 0 em (1.12), pode ser estendida
holomorficamente para todo o plano complexo (isto segue de (1.13),
pois em estenderemos a fungdo ((s) para C\ {1}), mas a série (1.12)
converge somente para ¢ > 0. Apenas em um caso especial podemos
concluir a existéncia de uma singularidade:

Teorema 1.9 (Landau) Seja Y, a,n"° wuma série de Dirichlet com
coeficientes reais ndo negativos e abscissa de convergéncia oy. Entdo, a fungdo
definida por

(o]
=Y am>®  (0>0n)
n=1
possui uma singularidade em s = oy.

ProvAa. Sem perda de generalidade, seja 0p = 0. Suponha que f(s)
seja holomorfa em s = 0. Assim, f também é holomorfa em um
disco |s| < ¢, e portanto possui uma expansdo de Taylor com raio
de convergéncia > 1 em s = 1, implicando que para algum § > 0
apropriado a série Y5> o(—1 — &)F f¥)(1) /k! é convergente (e igual a
f(=9)). Mas por (1.5) temos

§ L0 gy 52 (140 5 (ogn)t

k=0 k! = K o= on !
_ i an i (1+6)k(logn)
=1 " =0 k!

(esta troca é permitida porque a série convergente é também
absolutamente convergente, pois a4, > 0)

[ee]

. An 1+(5 )(logn) _
- § fhetioten) — §,

n=1 n=1

implicando que Y a,n° é convergente, assim contradizendo a suposi-
¢do de que 0y = 0. O
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Concluimos esta secdo com um teorema simples sobre a unicidade
dos coeficientes de uma série de Dirichlet.

Teorema 1.10 Seja Y a,e " e Y bye~** duas séries de Dirichlet gerais que
convergem num dominio aberto em C e definem a mesma fungdo ld. Entdo
ay = by, para todo n.

Prova. Suponha que este ndo seja o caso, e tome m o menor indice tal
que a,, # by,. Entdo, para o suficientemente grande, temos

(o] (o]
0= e)\ma Z ane—/\na o Z bne—)\na
n=1 n=1

e}
=y —bu+ Y, (an—by)e M),
n=m+1
Nesta série, cada termo vai a 0 conforme ¢ — oo (pois A, — Ay > 0),
e convergéncia uniforme implica que a soma vai 0 conforme ¢ cresce,
contradizendo a,, # by,. O

Exercicios

1.1. Em que ponto a hipétese “}_a, diverge” foi usada na demonstragdo do
Teorema 1.5?

1.2. Sem usar (1.9), mostre que a série (1.12) possui abscissa de convergéncia
0p = 0 demonstrando diretamente sua convergéncia para s > 0 real, e
entdo aplicando o Teorema 1.4 (o fato de que oy > 0 € trivial).

1.3. Demonstre o Teorema 1.7.
1.4. Mostre (usando o Teorema 1.5 ou como no Exercicio 1.2) que a série

1+%—%+%+é—é+---:(1—31*S)g(s)
converge para ¢ > 0, e conclua que ((s) possui uma continuagdo
meromorfa para ¢ > 0 com possiveis polos (simples, no maximo) em
s =1,1%2mi/log3, 1 £4mi/log3, etc.. Mostre que a razéo log 3/ log2
é irracional, e deduza disso que {(s) possui no maximo um polo simples,
em s = 1 (que certamente existe de acordo com o Teorema 1.9).
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