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Prefácio

O material apresentado neste livro foi desenvolvido dentro do curso de
Mecânica Quântica (MQ) no Programa de Mestrado Nacional Profissional
em Ensino de Física – MNPEF, do campus Sorocaba da UFSCar.

Por ser um mestrado profissional voltado para professores de física
do Ensino Médio (EM), este não pode ser um curso tradicional de pós-
graduação sobre MQ, pois o objetivo não é apenas o puro aprofundamento
de conceitos, mas também permitir que estes sejam transpostos para o EM.
Por isso, tento fazer uma introdução histórica para cada capítulo como
forma de contextualizar um pouco o momento da história no qual se passam
os principais acontecimentos daquele tema, adentrando nos cálculos quando
necessário.

Na medida do possível, sigo o caminho do grande físico Steven
Weinberg, que dizia que, como físico, adorava passear pelo mundo da
história (ou algo nesse sentido).

Não há exercícios para fazer. Vez por outra, deixo algum cálculo para
o leitor, mas sem compromisso. O objetivo deste livro é ser um auxiliar,
contendo dezenas de referências aos trabalhos originais, figuras e tabelas
que, espero, auxiliem no entendimento dos assuntos.

É interessante notar que, ao longo dos anos, os jornais e as línguas
de publicação dos artigos originais variam de acordo com o centro
financeiro e cultural/intelectual da época. Se voltarmos bastante no tempo
(século XVII), veremos que o ‘Principia’ de Isaac Newton foi escrito em
latim, mas, por outro lado, o respeitado ‘Philosophical Transactions’ era
escrito em inglês. Os jornais franceses do mesmo período eram editados
em francês, e os alemães em alemão. Até aí, nada de mais. No entanto,
quando vamos caminhando na história, vemos que há um declínio da física
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na França no século XIX, ao mesmo tempo em que a Alemanha (Zeitschrift
für Physik, por exemplo) e a Inglaterra (Philosophical Transactions, por
exemplo) passam a ser centros fundamentais de pesquisa, concentrando
um número expressivo de publicações. Ao entrarmos no século XX,
temos um lento (mas constante) crescimento de publicações baseadas nos
EUA (Physical Review e outras derivadas desta). Isto acontece com maior
velocidade após a ascensão de Hitler na Alemanha nazista, com dezenas de
cérebros fugindo da perseguição.

Ao mesmo tempo que temos esta mudança de centro financeiro e
intelectual, temos o surgimento do sistema de ‘avaliação por pares’ dos
artigos: um artigo é submetido para uma revista que o envia a um
parecerista, que emite um parecer que pode recomendar a publicação,
rejeitar ou sugerir modificações. Einstein1, que publicava em jornais
alemães (Annalen der Physik, por exemplo) e em alemão até sua ida
para os EUA, passou em 1933 a escrever para as revistas americanas, em
particular, para a Physical Review. No entanto, ele teve um artigo (sobre
ondas gravitacionais) criticado negativamente por um parecerista, no que
considerou uma espécie de censura. Nunca mais enviou nenhum artigo seu
para a Physical Review2.

Atualmente, há repositórios que permitem que um artigo seja ‘pu-
blicado‘ online sem que haja a revisão por pareceristas. Um repositório
amplamente utilizado pela comunidade da física é o arXiv (https://arxi
v.org/), com dezenas de artigos sendo publicados todos os dias. Se, por
um lado, isso garante a todos a liberdade de publicar suas ideias, por outro,
nos obriga a ter muito cuidado com o que se lê, pois há artigos escritos com
esmero e cuidado conceitual e há outros que são pura empulhação. Assim,
verificar a fonte torna-se um trabalho constante do leitor. Recomendo que
você faça isso nas páginas deste livro.

1Cito Einstein porque ele é, para mim, o maior físico desde Newton. Se ele não tinha
o brilhantismo matemático de Newton, o supera em intuição física (sua simplicidade de
raciocínio é lendária). Além disso, ele é o pai da gravitação moderna e da MQ.

2A. Pais. “Sutil é o Senhor. . .: A Ciência e a Vida de Albert Einstein”. Nova Fronteira
(2005).
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Capítulo 1

Radiação de Corpo Negro

1.1 Introdução histórica

O determinismo é uma ideia central na física clássica que diz,
basicamente, que podemos prever todo o futuro e passado de um evento
apenas com base em uma única equação matemática. A física quântica,
por outro lado, rompe com este paradigma ao introduzir a probabilidade
de ocorrência de um evento como parte fundamental na descrição de suas
realidades possíveis. Assim, na física clássica, o objeto sujeito à medição
sempre teve e terá um valor que pode ser determinado a partir de condições
iniciais dadas; na física quântica, por outro lado, o objeto da medição possui
um valor provável, definido no momento exato da medição1.

Historicamente, no entanto, a física quântica não tem seu início com
o cálculo de probabilidades, muito embora este pudesse ser um caminho
possível2. Seu início se dá pelo estudo da radiação de corpo negro, definido
como um objeto capaz de absorver toda a radiação que nele incide.

Na prática, um corpo negro é construído como uma cavidade com
envoltório isotérmico3 (veja a figura 1.1). Para saber se um corpo é

1Isso não quer dizer que os valores dentro da mecânica quântica variem! Repetindo-se
as condições físicas, teremos sempre a mesma probabilidade de medida. O ente quântico é
uma probabilidade.

2F. Hund. “Paths to Quantum Theory Historically Viewed”. Physics Today 19(8), 23-29
(1966).

3Otto Lummer e Ferdinand Kurlbaum desenvolveram em 1892 o radiômetro de
substituição elétrica que permitia a medição quantitativa da radiação eletromagnética, que
era um pré-requisito para a medição da radiação térmica.
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capaz de absorver toda a radiação incidente, precisamos quantificar a
densidade de energia radiante presente no volume que ele ocupa. Assim,
definimos a densidade de radiação como a quantidade de energia de
radiação por unidade de área, sendo normalmente medida em Watts por
metro quadrado (W/m2).

Figura 1.1. Corpo negro representado como uma cavidade isolada termicamente. Um feixe
de luz (ou um fóton) atravessa o orifício e fica ‘preso’ dentro da cavidade (não sai mais e daí
o nome corpo negro).

As primeiras análises da época olhavam o problema do corpo negro
a partir do ponto de vista da lei de Wien, que diz que a densidade de
radiação dentro da cavidade à temperatura T (constante), por unidade de
frequência v, é dada por

𝜌(𝜈 ,T ) = 4𝜋
c
𝜈3 f (𝜈/T ) , (1.1)

sendo c a velocidade da luz no vácuo e f (𝜈/T ) uma função com caráter
fortemente fenomenológico4. Claro, a expressão (1.1) pode ser escrita
como sendo dependente do comprimento de onda 𝜆 , pois c = 𝜆 𝜈. Assim,
escrevemos a densidade de radiação em termos de 𝜆 como

𝜌(𝜆 ,T ) = 4𝜋c2

𝜆 3
f (𝜆/T ). (1.2)

4Lembrando que a fenomenologia se dedica a criar modelos teóricos com base em
resultados experimentais.

2
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Na dedução original de Wien são incorporados argumentos termodinâ-
micos e o efeito Doppler5. Farei uma dedução da fórmula de Wien para
vermos o papel das aproximações realizadas durante o processo. Primeiro,
no entanto, farei a dedução da lei de Stefan-Boltzmann, que antecede a lei
de Wien.

1.2 A lei de Stefan-Boltzmann

A lei de Stefan-Boltzmann (Josef Stefan deduziu empiricamente e
Ludwig Boltzmann, ex-aluno de Stefan, fez a dedução teórica) surge dentro
da termodinâmica, relacionando a intensidade da radiação emitida por um
corpo à sua temperatura. De fato, esta lei diz que a energia de radiação
total absorvida/emitida (por unidade de área por unidade de tempo) por um
corpo que é um perfeito absorvedor (corpo negro) é proporcional à quarta
potência de sua temperatura. Chamando de J esta energia, escrevemos

J (T ) = 𝜎T4 , (1.3)

sendo que 𝜎 ≈ 5, 670×10−8 Wm−2K−4 é a chamada constante de Stefan-
Boltzmann. No caso geral (e mais real), isto é, naquele em que o corpo não
é um perfeito absorvedor/emissor, devemos escrever

J (T ) = 𝜀𝜎T4 , (1.4)

sendo 𝜀 a emissividade da superfície (que depende de propriedades físicas
do material), variando entre 0 e 1, sendo que 𝜀 = 1 para o corpo negro.

A descoberta desta lei de modo empírico se deu em 1879, por Stefan,
que estudava os dados experimentais obtidos por Joseph Tyndall6. No
experimento, Tyndall analisava a relação entre a cor de um filamento
de platina e sua temperatura correspondente7. Da análise dos dados
experimentais, Stefan deduziu que a radiação absorvida/irradiada dependia

5W. Wien. “Ueber die Energievertheilung im Emissionsspectrum eines schwarzen
Körpers”. Annalen Der Physik Und Chemie 294(8), 662–669 (1896).

6Curiosidade: existe um efeito na física chamado Tyndall que, de modo simples, diz
que ondas com grande comprimento tem maior propagação do que aquelas com menor
comprimento.

7J. Tyndall. “On luminous and obscure radiation”. Philosophical Magazine 4(28), 329–
341 (1864). Cabe notar que no título do artigo de Tyndall, a palavra luminous faz referência
à luz visível e obscure, à luz infravermelha.

3
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da quarta potência da temperatura do filamento de platina8. Ele fez o que
chamamos de ajuste de dados: a partir dos dados experimentais, descobriu
a melhor curva que descreve esses dados.

Em 1884, a partir de fundamentos puramente teóricos, Boltzmann
obtém as equações que levam ao resultado empírico de Stefan9. Para
tanto, Boltzmann, por meio de considerações termodinâmicas, faz uso de
um resultado que havia sido recém-descoberto: a radiação podia exercer
pressão10. Foi Adolfo Bartoli quem fez esta descoberta, influenciando
Boltzmann11, que estava ciente, então, de que havia uma pressão devida
à colisão entre a radiação eletromagnética (formada pelos fótons, que ainda
não se sabia que existiam) e a superfície de um corpo de teste.

A dedução do resultado de Stefan não é das mais complicadas:
Boltzmann já sabia que a pressão de radiação, para um gás em equilíbrio
térmico, depende da densidade de energia12 interna 𝜌 da seguinte forma:

p =
𝜌

3
, (1.5)

pois se supunha que o meio era homogêneo e isotrópico, e daí temos o
porquê do fator 1/3 (a distribuição é igual para as 3 direções do espaço).
Por outro lado, para um corpo em equilíbrio térmico (T constante), vale a
relação termodinâmica no caso reversível:

dU =T dS − p dV , (1.6)

sendo S a entropia eU a densidade de energia interna do sistema. Podemos
escrever para uma variação infinitesimal de volume dV(

𝜕U
𝜕V

)
T
=T

(
𝜕S
𝜕V

)
T
− p. (1.7)

8J. Stefan. “Über die Beziehung zwischen der Wärmestrahlung und der Temperatur”.
Sitzungsberichte der Mathematisch-naturwissenschaftlichen Classe der Kaiserlichen Aka-
demie der Wissenschaften 79, 391–428 (1879).

9L. Boltzmann. “Ableitung des Stefan’schen Gesetzes, betreffend die Abhängigkeit der
Wärmestrahlung von der Temperatur aus der electromagnetischen Lichttheorie”. Annalen
der Physik und Chemie 258(6), 291–294 (1884).

10Já se sabia que a radiação podia exercer pressão, usando considerações eletromagnéticas
(Maxwell).

11Vale a pena ler: B. Carazza e H. Kragh. “Adolfo Bartoli and the problem of radiant
heat”. Annals of Science 46(2), 183–194 (1989).

12Analogamente à densidade de radiação, a densidade de energia equivale a considerar
todas as formas de energia por unidade de área.
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CAPÍTULO 1. RADIAÇÃO DE CORPO NEGRO

Existe um conjunto de identidades dentro da termodinâmica conhecido
como relações de Maxwell, que tratam de relações derivativas (infinitesimais)
entre as variáveis macroscópicas da termodinâmica13. Para o presente caso,
temos a relação útil (

𝜕S
𝜕V

)
T
=

(
𝜕p
𝜕T

)
V

, (1.8)

que permite escrever a equação (1.7) como(
𝜕U
𝜕V

)
T
=T

(
𝜕p
𝜕T

)
V
− p. (1.9)

Por outro lado, a definição de densidade de energia dentro de um
volumeV é dada pela relação

U = 𝜌V , (1.10)

e usando o resultado (1.5) , temos

𝜌 =

(
𝜕p
𝜕T

)
V
− p = T

3

(
𝜕 𝜌

𝜕T

)
V
− 𝜌

3
. (1.11)

Ao reescrevermos a equação acima, obtemos a equação diferencial

𝜌 =
T
3

(
𝜕 𝜌

𝜕T

)
V
− 𝜌

3
, (1.12)

que pode ser simplificada de modo a termos (mantendoV fixo)

4𝜌
3

=
T
3

(
𝜕 𝜌

𝜕T

)
V
→ 4𝜌 =T

𝜕 𝜌

𝜕T
. (1.13)

Separando as variáveis (mantendo os termos que dependem apenas
da densidade de um lado da igualdade e os que dependem apenas da
temperatura do outro), teremos a equação diferencial

d 𝜌
4𝜌

=
dT
T

, (1.14)

cuja solução é
𝜌 = CT4 , (1.15)

sendo C uma constante de integração, que será identificada com a constante
de Stefan-Boltzmann, no futuro. Assim, em poucos minutos, temos a
dedução teórica do resultado empírico de Stefan.

13Conjunto de equações obtidas por Maxwell usando o fato de que a ordem de
diferenciação de funções analíticas é irrelevante (teorema de Schwarz).
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1.3 Lei de deslocamento de Wien

A lei de deslocamento (ou de escala) de Wien assume que o produto do
valor do máximo do comprimento de onda pela temperatura correspon-
dente é constante. Esta lei foi obtida assumindo-se que o comprimento de
onda emitido era pequeno, isto é, que a frequência de emissão é grande,
mantendo-se a temperatura constante. Esta lei de deslocamento diz, em
poucas palavras, que para o pico máximo de emissão, a frequência 𝜈max e a
temperaturaT de emissão são proporcionais, permitindo escrever

𝜈max ∝T , (1.16)

mas como 𝜈 = c/𝜆 , sendo c novamente a velocidade da luz no vácuo, temos
que no máximo de emissão

c ∝ 𝜆maxT → cw = 𝜆maxT , (1.17)

sendo cw = 2, 898 × 10−3 mK a chamada constante de Wien, medida
experimentalmente. Este resultado pode ser observado graficamente na
figura 1.2. Para diferentes temperaturas (assumida constante para cada
curva), temos um máximo no comprimento de onda (um máximo de
intensidade de luz). Wien notou que, aparentemente, as curvas são
muito semelhantes (principalmente para grandes comprimentos de onda),
indicando uma espécie de lei de escala (a lei do deslocamento do ponto de
máximo) que simplesmente ‘mudava’ o ponto de máximo por um fator (o
fator de escala).

Para deduzir a lei de Wien, sigo aqui Mavani e Singh14 e a fonte
fundamental, Max Born15.

Observe a figura 1.3. O esquema de montagem é relativamente simples:
um sistema adiabático16 é construído tendo por base um cilindro com pistão
móvel, que se movimenta com velocidade u em condição de movimento
quasi-estático (um espelho perfeito é colado no pistão). A fonte S emite
um feixe de radiação, que colide com o pistão móvel, sendo perfeitamente
refletida em um ângulo 𝜃 , observado após a reflexão pelo observador emO.

14H. Mavani e N. Singh. “A Concise History of Black-body Radiation Problem”.
arXiv:2208.06470v1.

15M. Born. “Atomic Physics”. Blackie & Son Limited (1969).
16Sistema no qual não há troca de calor com o ambiente.
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CAPÍTULO 1. RADIAÇÃO DE CORPO NEGRO

Figura 1.2. Intensidade de luz por comprimento de onda para diferentes temperaturas. O
máximo do comprimento de onda segue uma lei de deslocamento: ele ‘muda’ de posição de
acordo com o fator de escala (ou fator de deslocamento).

Figura 1.3. A radiação sai da fonte S e incide no pistão (móvel) do cilindro, colocando-o
em movimento com velocidade escalar u. A radiação reflete no espelho perfeito colocado
no pistão, sendo observada posteriormente pelo observador em O.

7
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A radiação incidente faz pressão sobre o pistão e, como não há nenhuma
transferência de calor, o processo se mantém no regime adiabático.

No instante t = 0, a radiação incide sobre o pistão, que reflete o
feixe com um ângulo 𝜃 . Se o pistão fosse fixo, então o observador em O
mediria a mesma frequência que o feixe tinha ao deixar a fonte em S.
No entanto, o pistão se movimenta, introduzindo o efeito Doppler no
tabuleiro do jogo, alterando a frequência percebida pelo observador. Este
aparato é fundamental para todo o resto da dedução de Wien. No caso sem
movimento, o observador em O mediria a frequência da radiação tal qual a
fonte emite. Ou seja, ele mediria

𝜈 ′ = 𝜈 , (1.18)

sendo 𝜈 ′ a frequência medida em O. No entanto, existe uma alteração na
frequência da fonte devido ao seu movimento, que é consequência do efeito
Doppler mostrado abaixo:

Δ𝜈

𝜈
=

𝜈 ′ − 𝜈

𝜈
=
u
c

cos 𝜃 , (1.19)

sendo que Δ𝜈 = 𝜈 ′−𝜈 é a variação da frequência. Estando o observador fixo
na cavidade, então todo o movimento vem da fonte, que para o observador
em O corresponde ao pistão móvel. Ao se movimentar com velocidade u,
na mesma direção que a propagação do feixe, isso faz parecer que tanto a
fonte S quanto o observador em O se movem com velocidade u.

Para um observador localizado perpendicularmente ao espelho, dentro
do tempo t o feixe terá percorrido a distância Δx. Quando o feixe atinge
o observador, terá demorado o mesmo tempo t e percorrido o mesmo Δx.
Logo, para o observador, a percepção será de que o espelho se move com
velocidade 2u. Assim, a variação da frequência será de −(2u/c) cos 𝜃 .
Considerando os feixes oblíquos, temos que a variação da frequência
medida em O é dada por

Δ𝜈 = −𝜈
(
2u
c

)
cos 𝜃 → 𝜈 ′ = 𝜈

(
1 − 2u

c
cos 𝜃

)
. (1.20)

Suponha que o espelho possui área A. A intensidade da radiação que
incide no espelho durante o infinitésimo de tempo dt é IAdt. Se toda a
radiação sofre o mesmo ângulo de reflexão, o que é razoável supor, então
toda a energia que reflete no pistão de área A durante o tempo dt é I ′Adt.
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A diferença entre as radiações incidente e refletida corresponde à perda de
energia que se deve ao trabalho da pressão da radiação no espelho. Oras, a
intensidade da radiação varia conforme o caminho percorrido pelo feixe de
luz. Isto é, devemos levar em conta o ângulo de reflexão 𝜃 . Assim, para o
intervalo (𝜈 , 𝜈 + d𝜈), devemos fazer

I (𝜈)dAd𝜈dt → I (𝜈) cos 𝜃dAd𝜈dt. (1.21)

Por outro lado, para o intervalo (𝜈 ′ , 𝜈 ′ + d𝜈 ′), devemos fazer a
substituição

I (𝜈 ′)dAd𝜈 ′dt → I (𝜈 ′) cos 𝜃dAd𝜈 ′dt. (1.22)

Logo, a energia perdida durante o processo é dada por

− [I (𝜈)d𝜈 − I (𝜈 ′)d𝜈 ′] cos 𝜃dAdt. (1.23)

e corresponde à energia que se transformou no trabalho que foi exercido
pela pressão de radiação sobre o pistão. A densidade de energia depende da
incidência, pois

I = 𝜌(𝜈)c , (1.24)

mas como devemos levar em conta o ângulo de incidência, então temos o
resultado

I = 𝜌(𝜈)c cos 𝜃 . (1.25)

Por outro lado, a pressão devido à radiação depende da intensidade I ,
sendo escrita como

p =
2I
c

. (1.26)

Mas, novamente, devemos levar em conta o ângulo de incidência, pois
ele nos diz o quanto de radiação temos de fato incidindo sobre o objeto.
Logo, escrevemos

p =
2I
c

cos 𝜃 . (1.27)

Portanto, acomodando os resultados anteriores, temos o seguinte
resultado para a pressão:

p = 2𝜌(𝜈) cos2 𝜃 . (1.28)

A velocidade u, no tempo t, permite um deslocamento x = ut (ou
dx = udt). Assim, o trabalho devido à pressão de radiação é dado por

W =
p
A
V = pAut = 2Au 𝜌(𝜈) cos2 𝜃 t , (1.29)
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