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Prefácio

“Quando jovem, aprendemos. Quando
velho, compreendemos.”

Albert Einstein

A ideia de escrever este texto surgiu da inexistência de um texto
na literatura matemática nacional que atendesse às demandas do
programa da disciplina Matemática Elementar, integrante dos cursos
de graduação em Matemática da Universidade Federal da Paraíba.
É oportuno salientar que os textos disponíveis ou estão muito acima
ou muito aquém do patamar em que se situa o conteúdo da referida
disciplina. Por estas e por outras razões, decidimo-nos pela adoção de
uma abordagem objetiva sem, contudo, descurar do rigor compatível
com o que há de indispensável para a formação de licenciados e
bacharéis portadores de indiscutível qualificação.

É nossa expectativa que este texto assuma o caráter de espinha
dorsal de uma experiência permanentemente renovável, sendo,
portanto, bem-vindas as críticas e/ou sugestões apresentadas por
todos – professores ou alunos quantos dele fizerem uso.

Para desenvolver a capacidade do estudante de pensar por si
mesmo em termos das novas definições, incluímos no final de cada
seção uma extensa lista de exercícios.

Nos primeiros três capítulos, admitiremos que o leitor tenha
familiaridade com as propriedades padrão dos conjuntos numéricos:
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números naturais, os inteiros, os números racionais e os números reais,
para exemplos concretos.

No capítulo 1, apresentaremos algumas definições e resultados
sobre sentenças, conjuntos e famílias indexadas que serão necessárias
para o entendimento dos próximos capítulos.

No capítulo 2, apresentaremos as noções de relação, relação de
equivalência e funções.

No capítulo 3, apresentaremos as noções de conjuntos ordenados, o
Axioma da Boa Ordenação, o Princípio de Indução e resultados sobre
conjuntos finitos, infinitos, contáveis e não contáveis.

No capítulo 4, apresentaremos a construção axiomática dos
sistemas de números, que não é apenas de interesse inerente,
e fundamental para uma compreensão completa dos sistemas
numéricos, mas torna uso extensivo do material dos capítulos
anteriores, fornece uma adequada grande final para o nosso
tratamento dos fundamentos da matemática moderna.

No capítulo 5, apresentaremos algumas definições e resultados
básicos da Teoria dos Números.

No capítulo 6, é dedicado ao estudo da Aritmética Modular.
No capítulo 7, aplicaremos os conhecimentos sobre números primos
e congruências para apresentar uma introdução aos sistemas de
criptografia clássicos e com chave pública.

Finalmente, no capítulo 8 apresentaremos a construção clássica do
sistema de números reais via sequências fundamentais de Cantor.

Agradecemos aos colegas e alunos do Departamento de Matemá-
tica que direta ou indiretamente contribuíram para a realização deste
texto. Especialmente, ao Professor Thiago Dourado pelo trabalho de
editoração e por todo incentivo que nos dedicou. Finalmente, nossa
gratidão à LF Editorial pela confiança em nosso trabalho.

Antônio de Andrade e Silva

Campina Grande, julho de 2025
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Parte I

Conjuntos e Relações





1

Conjuntos

Neste capítulo apresentaremos algumas definições e resultados clássicos de
lógica simbólica informal e da teoria dos conjuntos que serão necessários para
cursos subsequentes. O leitor interessado em mais detalhes pode consultar as
referências no final do texto.

1.1 Sentenças

“A lógica é a higiene que o matemático
pratica para manter suas ideias saudá-
veis e fortes.”

Hermann Weyl

Nesta seção discutiremos alguns conceitos elementares de lógica
simbólica de um ponto de vista intuitivo que serão necessários para
uma melhor compreensão das provas dos Teoremas.

Uma sentença (ou proposição ou afirmação) significa uma oração
declarativa à qual, num dado contexto, é, sem equívoco, verdade ou
falsa e não ambos.

Por exemplo, “Brasília é a capital do Brasil” é uma sentença
verdadeira, “dinheiro cresce em árvore” é uma sentença falsa e “onde
é que você vai?” não é uma sentença por não ser nem verdadeira nem
falsa. A verdade ou falsidade de uma sentença chama-se valor verdade.
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Usaremos as letras p, q, r, s etc. para denotar sentenças. Sentenças
podem ser combinadas de várias maneiras para formar sentenças
mais gerais. Frequentemente, o valor-verdade da sentença composta
é completamente determinado pelo valor-verdade das sentenças
componentes. Assim, se p é uma sentença, então uma das sentenças
mais simples que podemos formar, a partir de p, é a negação de p,
em símbolos ¬p (leia-se não p). O valor-verdade da negação de uma
sentença satisfaz: se p for verdadeira, então ¬p será falsa; se p for
falsa, então ¬p será verdade. Por exemplo, seja p a sentença “este é
um curso fácil.” Então sua negação ¬p representa a sentença “este não
é um curso fácil.” É conveniente exibir a relação entre ¬p e p em uma
tabela que chama-se tabela verdade, em que V e F denotam os valores
verdade e falso, respectivamente. A definição precisa de ¬p é dada
pela Tabela (1.1.1).

p ¬p
V F
F V

(1.1.1)

A lei da contradição afirma que dadas duas sentenças contraditórias, isto
é, tais que uma é a negação da outra, uma delas é falsa. O princípio do
terceiro excluído afirma que dadas duas sentenças contraditórias, uma
delas é verdadeira.

Se p e q são sentenças, a conjunção de p e q, em símbolos p ∧ q
(leia-se p e q) é uma sentença que, intuitivamente, é verdadeira se p
e q forem ambas verdadeiras. Caso contrário, são falsas. A definição
precisa de p ∧ q é dada pela Tabela (1.1.2).

p q p ∧ q
V V V
V F F
F V F
F F F

(1.1.2)

É muito importante observar que essa tabela verdade, e todas as outras
semelhantes, prova se a nova sentença é verdadeira ou falsa, para cada
combinação possível da verdade ou falsidade de cada um de p e q.

2
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Se p e q são sentenças, a disjunção de p e q, em símbolos p∨ q (leia-
se p ou q com sentido de e/ou) é uma sentença que, intuitivamente,
é verdadeira se p for verdadeiro ou q for verdadeiro ou ambos forem
verdadeiros, isto é, pelo menos um de p ou q for verdadeiro. Caso
contrário, é falso, ou seja, se p e q forem ambas falsas. A definição
precisa de p ∨ q é dada pela Tabela (1.1.3).

p q p ∨ q
V V V
V F V
F V V
F F F

(1.1.3)

Uma operação importante em sentenças, principalmente em
matemática, é a implicação: se p e q são sentenças, então p→ q (leia-se
p implica q). Note que: em uso comum, se p for verdadeiro, então
q for verdadeiro significa que existe uma relação de causa entre p e
q, como em “se Bob passa no curso, então Bob pode colar grau.”
Em matemática, portanto, implicação é no sentido formal: p → q é,
intuitivamente, verdadeira se nunca for o caso em que p é verdadeiro
e q é falso. A definição precisa de p → q é dada pela Tabela (1.1.4).
Neste caso, diremos que “p é condição suficiente para q” e “q é
condição necessária para p.” Além disso, p chama-se hipótese e q
chama-se tese ou conclusão.

p q p→ q
V V V
V F F
F V V
F F V

(1.1.4)

As duas primeiras linhas da Tabela são intuitivamente claras, pois
se p for verdadeiro e q for verdadeiro, então é claro p → q deve
ser verdadeiro; se p for verdade e q for falso, então p → q deve ser
falso. A terceira e quarta linhas da Tabela, que dizem que a sentença
p → q é verdadeira sempre que p for falso, independentemente do

3
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valor de q, são menos intuitivas. Para um exemplo concreto, sejam p
a sentença “dois ângulos opostos pelo vértice” e q a sentença “dois
ângulos congruentes.” Então comprove intuitivamente a tabela da
sentença p → q: sendo verdadeira se podemos desenhar o diagrama
dos ângulos. Caso contrário, é falsa.

Teorema 1.1.1 Sejam p e q sentenças. Então as seguintes sentenças são
verdadeiras:

1. p→ p ∨ q; q→ p ∨ q (adição).

2. p ∧ q→ p; p ∧ q→ q (simplificação).

Prova. Provaremos apenas uma das sentenças do item (1). Basta
provar que se p e q são duas sentenças quaisquer, então a sentença
p → p ∨ q é sempre verdadeira. Para isto, derivamos a tabela para a
sentença p→ p ∨ q como segue.

p q p ∨ q p→ p ∨ q
V V V V
V F V V
F V V V
F F F V

(1.1.5)

Como a última coluna da tabela verdade é constituída de valores
“verdades” temos que a sentença p→ p ∨ q é verdadeira. □

Teorema 1.1.2 Sejam p, q e r três sentenças. Então a seguinte sentença é
verdadeira

[(p→ q) ∧ (q→ r)]→ (p→ r).

Prova. Vamos denotar por s a sentença [(p→ q)∧ (q→ r)]→ (p→ r)
e derivar a tabela para a sentença s.

4
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p q r p→ q q→ r (p→ q) ∧ (q→ r) p→ r s
V V V V V V V V
V V F V F F F V
V F V F V F V V
V F F F V F F V
F V V V V V V V
F V F V F F V V
F F V V V V V V
F F F V V V V V

(1.1.6)

Como a última coluna da tabela verdade é constituída de valores
“verdades” temos que s é uma sentença verdadeira. □

Teorema 1.1.3 Sejam p, q e r três sentenças. Se q → r for uma sentença
verdadeira, então as seguintes sentenças são verdadeiras:

1. (p ∨ q)→ (p ∨ r).

2. (p ∧ q)→ (p ∧ r).

Prova. Vamos derivar apenas a tabela para a sentença (p ∨ q) →
(p ∨ r).

p q r p ∨ q p ∨ r (p ∨ q)→ (p ∨ r)
V V V V V V
V V F V V V
V F V V V V
V F F V V V
F V V V V V
F V F V F F
F F V F V V
F F F F F V

(1.1.7)

Como, por hipótese, a sentença q → r é verdadeira, não podemos
ter simultaneamente q verdade e r falso. Assim, podemos descartar a
sexta linha da tabela verdade. Portanto, a sentença (p ∨ q)→ (p ∨ r) é
verdadeira. □
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Duas sentenças são chamadas logicamente equivalentes (ou simples-
mente equivalentes) se suas tabelas verdades são idênticas, isto é, duas
sentenças p e q são equivalentes se p é verdadeira quando q for
verdadeira e p é falsa quando q for falsa.

Exemplo 1.1.4 Sejam p e q sentenças. Mostre que as sentenças p → q
e ¬p ∨ q são equivalentes, isto é, (p → q) ↔ (¬p ∨ q) ou (p → q) =

(¬p ∨ q).

Solução. Basta derivar a tabela para a sentença (p→ q) = (¬p ∨ q).

p q ¬p ¬p ∨ q p→ q
V V F V V
V F F F F
F V V V V
F F V V V

(1.1.8)

Como a quarta e quinta coluna da tabela verdade são constituídas
dos mesmos valores, temos que (p → q) = (¬ p ∨ q) é uma sentença
verdadeira. □

Dadas sentenças p e q, existem quatro sentenças, as quais resultam
do uso de → para conectá-las, a saber: p → q condicional e q → p
recíproca; ¬ q → ¬ p contrapositiva e ¬ p → ¬ q inversa. Note que a
condicional e a contrapositiva são sentenças logicamente equivalentes.
De fato, basta derivar a tabela para a sentença (p→ q) = (¬ q→ ¬ p).

p q ¬ q ¬ p p→ q ¬ q→ ¬ p
V V F F V V
V F V F F F
F V F V V V
F F V V V V

(1.1.9)

Como a quina e sexta coluna da tabela verdade são constituídas dos
mesmos valores, temos que (p → q) = (¬ q → ¬ p) é uma sentença
verdadeira. Por exemplo,“todos os humanos são mamíferos” pode
ser reescrita em sua forma condicional “Se algo for humano, então
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