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Prefacio

“Quando jovem, aprendemos. Quando
velho, compreendemos.”

ALBERT EINSTEIN

A ideia de escrever este texto surgiu da inexisténcia de um texto
na literatura matemadtica nacional que atendesse as demandas do
programa da disciplina Matemadtica Elementar, integrante dos cursos
de graduacdo em Matemadtica da Universidade Federal da Paraiba.
E oportuno salientar que os textos disponiveis ou estio muito acima
ou muito aquém do patamar em que se situa o contetido da referida
disciplina. Por estas e por outras razdes, decidimo-nos pela adogado de
uma abordagem objetiva sem, contudo, descurar do rigor compativel
com o que ha de indispenséavel para a formacdo de licenciados e
bacharéis portadores de indiscutivel qualificacao.

E nossa expectativa que este texto assuma o cardter de espinha
dorsal de uma experiéncia permanentemente renovével, sendo,
portanto, bem-vindas as criticas e/ou sugestdes apresentadas por
todos — professores ou alunos quantos dele fizerem uso.

Para desenvolver a capacidade do estudante de pensar por si
mesmo em termos das novas defini¢des, incluimos no final de cada
secdo uma extensa lista de exercicios.

Nos primeiros trés capitulos, admitiremos que o leitor tenha
familiaridade com as propriedades padrdo dos conjuntos numéricos:
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numeros naturais, os inteiros, os nimeros racionais e 0os nimeros reais,
para exemplos concretos.

No capitulo 1, apresentaremos algumas defini¢des e resultados
sobre sentengas, conjuntos e familias indexadas que serdo necessarias
para o entendimento dos préximos capitulos.

No capitulo 2, apresentaremos as nog¢des de relagdo, relacdo de
equivaléncia e fungdes.

No capitulo 3, apresentaremos as nogdes de conjuntos ordenados, o
Axioma da Boa Ordenacao, o Principio de Indugao e resultados sobre
conjuntos finitos, infinitos, contdveis e ndo contédveis.

No capitulo 4, apresentaremos a construgdo axiomdtica dos
sistemas de nuameros, que ndo é apenas de interesse inerente,
e fundamental para uma compreensio completa dos sistemas
numéricos, mas torna uso extensivo do material dos capitulos
anteriores, fornece uma adequada grande final para o nosso
tratamento dos fundamentos da matemaética moderna.

No capitulo 5, apresentaremos algumas defini¢cdes e resultados
béasicos da Teoria dos Ntumeros.

No capitulo 6, é dedicado ao estudo da Aritmética Modular.
No capitulo 7, aplicaremos os conhecimentos sobre niimeros primos
e congruéncias para apresentar uma introdugdo aos sistemas de
criptografia classicos e com chave publica.

Finalmente, no capitulo 8 apresentaremos a construcao cldssica do
sistema de ntimeros reais via sequéncias fundamentais de Cantor.

Agradecemos aos colegas e alunos do Departamento de Matema-
tica que direta ou indiretamente contribuiram para a realizagdo deste
texto. Especialmente, ao Professor Thiago Dourado pelo trabalho de
editoracdo e por todo incentivo que nos dedicou. Finalmente, nossa
gratidao a LF Editorial pela confianga em nosso trabalho.

ANTONIO DE ANDRADE E SILVA
Campina Grande, julho de 2025
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Parte I

Conjuntos e Relac¢oes






1

Conjuntos

Neste capitulo apresentaremos algumas definicdes e resultados cldssicos de
légica simbdlica informal e da teoria dos conjuntos que serdo necessdrios para
cursos subsequentes. O leitor interessado em mais detalhes pode consultar as
referéncias no final do texto.

1.1 Sentencas

“A légica é a higiene que o matemdtico
pratica para manter suas ideias saudd-
veis e fortes.”

HerMANN WEYL

Nesta secdo discutiremos alguns conceitos elementares de logica
simbolica de um ponto de vista intuitivo que serdo necessérios para
uma melhor compreensdo das provas dos Teoremas.

Uma sentenga (ou proposicio ou afirmagio) significa uma oragdo
declarativa a qual, num dado contexto, é, sem equivoco, verdade ou
falsa e ndo ambos.

Por exemplo, “Brasilia é a capital do Brasil” é uma sentenca
verdadeira, “dinheiro cresce em arvore” é uma sentenca falsa e “onde
é que voceé vai?” ndo é uma sentenga por ndo ser nem verdadeira nem
falsa. A verdade ou falsidade de uma sentenca chama-se valor verdade.
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Usaremos as letras p,q,7,s etc. para denotar sentengas. Sentencas
podem ser combinadas de vdrias maneiras para formar sentengas
mais gerais. Frequentemente, o valor-verdade da sentenca composta
é completamente determinado pelo valor-verdade das sentengas
componentes. Assim, se p é uma sentenca, entdo uma das sentengas
mais simples que podemos formar, a partir de p, é a negacio de p,
em simbolos —p (leia-se ndo p). O valor-verdade da negacdo de uma
sentenca satisfaz: se p for verdadeira, entdo —p serd falsa; se p for
falsa, entdo —p serd verdade. Por exemplo, seja p a sentenga “este é
um curso facil.” Entdo sua negacdo —p representa a sentenca “este ndo
é um curso facil.” E conveniente exibir a relacio entre —p e p em uma
tabela que chama-se tabela verdade, em que V e F denotam os valores
verdade e falso, respectivamente. A defini¢do precisa de —p é dada
pela Tabela (1.1.1).

p|p
V| F (1.1.1)
F| Vv

A lei da contradigdo atirma que dadas duas sentengas contraditdrias, isto
é, tais que uma é a negagdo da outra, uma delas é falsa. O principio do
terceiro excluido afirma que dadas duas sentengas contraditérias, uma
delas é verdadeira.

Se p e g sdo sentengas, a conjungio de p e g, em simbolos p A q
(leia-se p e q) é uma sentenca que, intuitivamente, é verdadeira se p
e q forem ambas verdadeiras. Caso contrario, sdo falsas. A definicao
precisa de p A g é dada pela Tabela (1.1.2).

LAYl

(1.1.2)

< <
T <=
T < >

E muito importante observar que essa tabela verdade, e todas as outras
semelhantes, prova se a nova sentenga é verdadeira ou falsa, para cada
combinagdo possivel da verdade ou falsidade de cada um de p e gq.

2
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Se p e q sdo sentengas, a disjungio de p e q, em simbolos p V g (leia-
se p ou q com sentido de e/ou) é uma sentenca que, intuitivamente,
é verdadeira se p for verdadeiro ou g for verdadeiro ou ambos forem
verdadeiros, isto é, pelo menos um de p ou g for verdadeiro. Caso
contrério, é falso, ou seja, se p e q forem ambas falsas. A defini¢do
precisa de p V g é dada pela Tabela (1.1.3).

pv4a

(1.1.3)

HH < <
TS
<N <

Uma operacdo importante em sentencas, principalmente em
matemadtica, é a implicagdo: se p e q sdo sentengas, entdo p — q (leia-se
p implica g). Note que: em uso comum, se p for verdadeiro, entdo
q for verdadeiro significa que existe uma relagio de causa entre p e
g, como em “se Bob passa no curso, entio Bob pode colar grau.”
Em matematica, portanto, implicagdo é no sentido formal: p — q &,
intuitivamente, verdadeira se nunca for o caso em que p é verdadeiro
e q é falso. A definigdo precisa de p — g é dada pela Tabela (1.1.4).
Neste caso, diremos que “p é condicdo suficiente para 4”7 e “q é
condi¢do necessaria para p.” Além disso, p chama-se hipdtese e g
chama-se tese ou conclusdo.

Pla|p—q
vivi v
VIF| F (1.1.4)
Flv| Vv
F|F| Vv

As duas primeiras linhas da Tabela sdo intuitivamente claras, pois
se p for verdadeiro e g for verdadeiro, entdo é claro p — g deve
ser verdadeiro; se p for verdade e g for falso, entdo p — g deve ser
falso. A terceira e quarta linhas da Tabela, que dizem que a sentenca
p — q é verdadeira sempre que p for falso, independentemente do

3
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valor de g, sdo menos intuitivas. Para um exemplo concreto, sejam p
a sentenga “dois dngulos opostos pelo vértice” e g a sentenga “dois
angulos congruentes.” Entdo comprove intuitivamente a tabela da
sentenga p — q: sendo verdadeira se podemos desenhar o diagrama
dos angulos. Caso contrério, é falsa.

Teorema 1.1.1 Sejam p e q sentencas. Entdo as seguintes sentengas sio
verdadeiras:

1. p = pVagq— pVq (adigio).

2. pANg — p;p N q — q (simplificagdo).

Prova. Provaremos apenas uma das sentengas do item (1). Basta
provar que se p e g sdo duas sentencas quaisquer, entdo a sentenga
p — pV q é sempre verdadeira. Para isto, derivamos a tabela para a
sentenga p — p V g como segue.

pPlq|pVglp—>pVyg

viv] v %

VIF| v 1% (1.1.5)
FIlV| V 1%

FI|F| F 1%

z

Como a ultima coluna da tabela verdade é constituida de valores
“verdades” temos que a sentenga p — p V g é verdadeira. O

Teorema 1.1.2 Sejam p,q e r trés sentengas. Entdo a seguinte sentenca é
verdadeira

(p—=a)N(@G@—=1)]—(p—r7).

Prova. Vamos denotar por s a sentenga [(p — q) A (g = 7)] = (p — 1)
e derivar a tabela para a sentenca s.

4
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<

ﬁ
S SN SNSN NN e

(p—=a)N(@g—=71)|p

)
3

< <m<<<m=m<|[|

VAN
%
F
F
F (1.1.6)
1%
F
1%

e Mia s e o B > IR VIR VI IR N AN
HHRIST T < ] =

<< < <sm <= <]

<< <<mm <<l

2=l I s B N e

1%

Como a ultima coluna da tabela verdade é constituida de valores
“verdades” temos que s é uma sentenga verdadeira. O

Teorema 1.1.3 Sejam p,q e r trés sentengas. Se q — r for uma sentenga
verdadeira, entdo as seguintes sentencas sio verdadeiras:

1. (pVgqg) = (pVr).
2. (pAg) = (pAT).

Prova. Vamos derivar apenas a tabela para a sentenca (pVgq) —
(pVr).
(pVr)

<

(pVa)

)
=

M <N mM < < XS XL

_
%
1%
1%
1% (1.1.7)
1%
F
1%

T s B s B - B SR VR VIR N S
MmN T T < SR
MmN SN NSNS

=T R v I e I Sl & I T

Vv

Como, por hipétese, a sentenga g — r é verdadeira, ndo podemos
ter simultaneamente g verdade e r falso. Assim, podemos descartar a
sexta linha da tabela verdade. Portanto, a sentenga (pV gq) — (pVr) é
verdadeira. O
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Duas sentengas sdo chamadas logicamente equivalentes (ou simples-
mente equivalentes) se suas tabelas verdades sdo idénticas, isto é, duas
sentencas p e g sdo equivalentes se p é verdadeira quando g for
verdadeira e p é falsa quando g for falsa.

Exemplo 1.1.4 Sejam p e g sentengas. Mostre que as sentengas p — g
e p V q sdo equivalentes, isto é, (p — q) <> (-pVg)ou (p — q) =
(=p V).

SoLugAo. Basta derivar a tabela para a sentenga (p — q) = (-p V q).

Plal-p|-pValp—q
VIV F] Vv %
V|F|F| T F (1.1.8)
Flviv ] Vv 1%
FIF|lV | V 1%

Como a quarta e quinta coluna da tabela verdade sdo constituidas
dos mesmos valores, temos que (p — q) = (= pV q) é uma sentenga
verdadeira. O

Dadas sentengas p e g, existem quatro sentencas, as quais resultam
do uso de — para conectéd-las, a saber: p — g condicional e ¢ — p
reciproca; =g — — p contrapositiva e = p — —gq inversa. Note que a
condicional e a contrapositiva sdo sentengas logicamente equivalentes.
De fato, basta derivar a tabela para a sentenga (p — q) = (—q — —p).

pPla|-q|~p|lp—q| g2 p

VIV E|F]| Vv %

VIF| V| F| F F (1.1.9)
FIV|F |V | Vv 1%

FIF|V |V | Vv 1%

Como a quina e sexta coluna da tabela verdade sdo constituidas dos
mesmos valores, temos que (p — q) = (—g — —p) é uma sentenca
verdadeira. Por exemplo,“todos os humanos sdo mamiferos” pode
ser reescrita em sua forma condicional “Se algo for humano, entdo
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