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Prefacio

Teoria dos Ntumeros é a ciéncia na qual se estudam propriedades e
relagdes entre os ntimeros. Esta é uma drea de matematica muito
antiga, cujo desenvolvimento, como todas as outras partes da ciéncia,
esta diretamente ligado ao processo de civilizagdo do ser humano.

A pesquisa hoje em teoria dos ntimeros estd muito efervescente, e
suas aplicagdes estdo se multiplicando rapidamente em vérios outros
campos de matemadtica, tanto pura como aplicada. E estes fatos
mostram que esta teoria merece um estudo profundo e detalhado, e
é isso que nos motivou a escrever este livro a nivel elementar, com
a inten¢do de despertar as mentes mais jovens para esta empolgante
drea. Grande parte do material contido neste livro foi ensinado pelos
autores em diversas ocasides, na Universidade de Brasilia, desde 1984.

A leitura deste livro ndo exige nenhum pré-requisito especifico e
todos os assuntos tratados aqui sdo explicados com uma linguagem
clara, na tentativa de tornar este trabalho acessivel a todos. Assim,
mesmo um estudante iniciando seu curso superior podera fazer bom
uso deste livro.

Este livro é uma introdugdo a Teoria dos Numeros num nivel
elementar, mas abordamos também alguns métodos mais modernos
que tém se provado tuteis em todas as dreas desta teoria. Os
primeiros quatro capitulos sdo introdutérios e fundamentais, podendo
ser usados como texto para um curso bdsico de graduagdo de
um semestre. Os ultimos trés capitulos apresentam assuntos mais
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avangados, formando uma boa base para futuros estudos em nivel de
pos-graduagdo. Estes trés tltimos capitulos sdo independentes entre
si, e a leitura de qualquer um destes capitulos finais pode ser iniciada
ap0s o capitulo 4.

Nos gostariamos de agradecer a Editora Universidade de Brasilia,
a Tania Sertdo pelos trabalhos de digitacdo, e aos nossos alunos
que ajudaram a trazer maior clareza a algumas explanacdes. Os
trés autores contavam com auxilio financeiro do CNPq durante a
elaboragdo deste livro.

Brasilia, junho de 1994.

Prefacio da Segunda Edicao

Nesta segunda edi¢do, buscamos corrigir todos os erros ébvios, além
de melhorar muitas das demonstragdes e explanagdes. Aproveitamos
para agradecer a todos os leitores, alunos e colegas pelas sugestdes
apresentadas.

Brasilia, junho de 1998.

Prefacio da Terceira Edicao

Esta terceira edigdo é resposta ao interesse e incentivo manifestado
por diversos professores e estudantes que procuram encontrar em
nosso texto os aspectos bdsicos da teoria dos nimeros inteiros, e
os conteildos mais avangados presentes nos capitulos finais, como a
introdugdo aos ntimeros p-addicos e a geometria dos ntimeros, bem
como a apresentagdo elementar da teoria de curvas elipticas.
Gostarfamos de agradecer ao corpo editorial da colecdo Textuniver-
sitdrios, em especial ao Prof. Dr. Thiago Augusto Silva Dourado e toda
sua equipe, pelo incentivo e pelo excelente trabalho. Sem isso, esta
nova edicdo ndo se tornaria realidade. Ficamos satisfeitos em perceber
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que, mesmo ap0s todos esses anos sem exemplares disponiveis, ainda
existia demanda para esse livro.

Nesta edigdo, corrigimos e melhoramos ainda mais o texto, acres-
centamos novos exercicios e também novas referéncias. Novamente,
agradecemos as valiosas sugestdes e comentdrios dos vdrios colegas e
estudantes.

Brasilia, agosto de 2025.
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Divisibilidade e Nimeros Primos

Neste primeiro capitulo trataremos de assuntos bastante bdsicos e ao mesmo
tempo indispensdveis a qualquer estudo que se queira fazer em Teoria dos
Niimeros.  Assumiremos como conhecidas apenas as propriedades mais
elementares dos conjuntos numéricos:

N=1{1,23.. .}, 0s niimeros naturais;
Z=A...,-2,-1,0,1,2,...}, os niimeros inteiros;
Q= {%|m,neZ,n# 0}, os mimeros racionais;

R = conjunto dos niimeros reais.

1.1 Principio da indu¢ao matematica

O principio da indugdo matematica serve para provar proposicdes que
dependem de n, um inteiro ndo negativo, que varia num subconjunto
infinito de Z. Este principio estd baseado no seguinte axioma:

Principio da Boa Ordenagdo. Todo subconjunto nio vazio A de inteiros
ndo negativos possui um elemento minimo (isto é, existe ng € A tal que
ny < n, para todon € A).

Veremos agora como usar este principio para obtermos uma
ferramenta muito ttil para lidarmos com inteiros.
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Principio de Induc¢io Matemdtica (1* forma). Seja N = {ng,ny,...}
um conjunto de inteiros ndo negativos (suponha também ng < ny < ---) e
seja S(n) uma proposicio que depende de n € N, tal que:

(a) S(ng) é verdadeira.

(b) Se m € N e S(n) é verdadeira para todo n € N tal que n < m, entdo
S(m) é verdadeira.

Entdo S(n) é verdadeira para qualquer n € N.

DEMONSTRAGAO. A demonstragdo serd feita por contradi¢do. Seja
F={l¢ € N|S(¢) ndo é verdadeira},

e suponha por absurdo que F # @. Pelo Principio da Boa Ordenacao,
existe £y € F, £y > np (ja que S(np) é verdadeira) tal que ¢y < ¢,
para todo ¢ € F (isto é, {y é um elemento minimo de F). Isto nos
diz que S(n) é verdadeira para todo n € N tal que n < ¢y (a ndo
validade desta afirmagdo comprometeria a minimalidade de /). Pela
hipétese (b) temos que S(¢y) é verdadeira, uma contradi¢gdo. Assim,
devemos ter F = @ e S(n) é verdadeira para todo n € N. O

Principio de Indu¢do Matematica (2* forma). Sejam Ny = N U {0} e
S(n) uma proposigio que depende de n € Ny, tal que:
(a) S(0) é verdadeira.

(b) Para cada n € Ny, o fato de S(n) ser verdadeira implica em S(n + 1)
também ser verdadeira.

Entdo S(n) é verdadeira para qualquer n € Np.

DEMONSTRAGAO. Esta demonstragdo é completamente analoga a do
teorema anterior e o leitor estd convidado a fazé-la. Observe também
que nada hé de especial com o zero e 0 nosso conjunto Ny poderia ser
do tipo Ny = {no,no + 1,19+ 2,...} para qualquer np € NU {0}. O

Vejamos algumas aplica¢des destes principios.

2
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Exemplo 1.1.1 Seja S(n) = “a soma dos n primeiros inteiros positivos

, Do - ,
é @”, isto é,

5
Vamos utilizar o principio de indugdo (2° forma) com Ny = IN.
Observe que S(1) é verdadeira (1 = 1(127“)) Vamos mostrar que o

fato de S(n) ser verdadeira faz com que S(n + 1) também o seja. Com
efeito,

142+ 4n+n+1)=1+2+3+ - +n)+(n+1)

:rz(1f12—|—1)+(n+1)
_n(n+1)+2(n+1)
2

(n+1)(n+2)

> .

Logo, S(n + 1) é verdadeira.

Exemplo 1.1.2 Vamos mostrar por indugdo que para todo x € R,
x # 1, e para todo n € N, é vélida a seguinte identidade

n—1 n

) —1
E x]:l_i_x_f_..._i_xn*l:xi‘
=0 x—1

Seja
x"—1

-1 n—1 _ )

S(n) +x+-4x por

Temos que 1 = =1, logo, S(1) é verdadeira. Supondo que S(n) seja
verdadeira, temos

T+x+- 2" a" = (14+x+-+2" 1) +2"
x"—=1

n
ox—1 ta
(" =1) +xM(x—1)
o x—1
xn—i—l_l
x—1
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Assim, pelo principio da indugdo (2* forma), temos 27:_01 x =
para todo ntimero natural 7.

Exercicio 1.1.3 Deixamos ao leitor a tarefa de encontrar a falha da
seguinte aplicagdo do principio de indugdo. Considere a afirmacao

S(n) = “numa turma de n alunos, se um deles é loiro, todos o sado”.

Esta afirmacdo é obviamente falsa. Examine esta “demonstragdo” de
que S(n) é verdadeira.

Claro que S(1) é verdadeira. Suponha que S(n) é verdadeira para
todo n < m, m € IN e vamos provar que S(m) é verdadeira. Ora,
m certamente pode ser escrito como m = mj + mp com my,my; € IN
e my,my < m. Separe a turma em duas partes com m; alunos na
primeira parte e my alunos na segunda. Por hipétese de indugéo,
S(my) e S(my) sdo verdadeiras. Logo S(m) é verdadeira.

1.2 Divisibilidade

Nesta secdo usamos o principio de inducdo matemadtica para
estabelecer um belo resultado sobre os ntmeros inteiros, tanto por
sua simplicidade, como por suas consequéncias, dentre elas o estudo
de méximo divisor comum entre inteiros ndo nulos. Comecemos com
as defini¢des basicas.

Defini¢do 1.2.1 Sejam a,b € Z, b # 0. Dizemos que b divide a (ou
que b é divisor de a ou que a é muiltiplo de b) quando existe n € Z tal que
a = nb. Representamos esta propriedade por b | a (1é-se: b divide a).
Representamos o fato de b ndo dividir a por b 1 a (1é-se: b ndo divide a).

Lema 1.2.2 (i) Para qualquer b € Z, b # 0, temos que b | 0.

(ii) Sea,b,ce Z,b#0eb|a,b|c, entido para quaisquer r,s € Z temos
b|ra+sc.
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DemMmoNSTRAGAO. Exercicio. (]

Antes de nos aprofundarmos no estudo da divisibilidade, apresen-
taremos um resultado de Euclides (matemdtico grego que viveu por
volta de 300 a.C.), o Algoritmo da Divisdo de Euclides.

Teorema 1.2.3 (Euclides) Para quaisquer a,b € N existem 1inicos inteiros
q e r tais que
a=bg+r e 0<r<bh.

Em outras palavras, existe um iinico miiltiplo bq de b tal que bg < a <
b(g+1).

DEMONSTRAGAO. Dividimos a demonstragdo em duas partes.

Existéncia de g e v. Seja M = {m € Z | m = a—bt,t € Z}, e
denote por M o subconjunto dos elementos ndo negativos de M, ou
seja My = {m € M | m > 0}. Pelo Principio da Boa Ordenagdo
existe r € My tal que r < x, para todo x € M, (um elemento
minimo de M;). Como r € My C M temos r = a — bg para
algum q € Z, e assima = bg+r, com r > 0 (pois r € My). Se
tivéssemos r = (a — bg) > b isto acarretaria a — (g + 1)b > 0, logo
a—(q+1)b € My. Masa— (q+1)b < a—qb = r, contradizendo a
minimalidade de r. Assim temos 0 < r < b.

Unicidade de q e r. Suponhamos que a = bg +r e também a =
bg' +1+ com q,r,q,v' € Z e 0 < r,v' < b. Suponha, sem perda de
generalidade, que r > r'. Como bg + r = bg’ + 1/, temos que

r—r' =b(q —9q).

Assim, 0 < b(q' —¢q) < b, dai g — g = 0 e consequentemente g = ¢’ e
r=r. 0

Veremos a seguir uma primeira aplicagdo do algoritmo de Euclides.

Defini¢do 1.2.4 Um subconjunto ndo vazio S C Z é dito um mddulo
de Z se:
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(i) nr € S, para quaisquer r € Sen € Z.
(ii) r1 £ 1 € S, para quaisquer 11,72 € S.

Exemplo 1.2.5 Vejamos alguns exemplos de médulos.

1. §={0,42,44,...} = 2Z é um médulo de Z.

2. $={0} e S = Z sdo modulos (triviais) de Z.

3. Para ay,...a, € Z fixos, o conjunto
S={mx1+...+anx, | x1,...x, € Z}

é um moédulo de Z.

Teorema 1.2.6 Seja S um mdédulo de Z.. Entdo existe g € S tal que
S={0,+g £2g,...} = ¢Z.

DEMONSTRAGAO. Se S = {0}, tome ¢ = 0 e nada ha a demonstrar.
Suponha entdo S # {0}. Seja S, = {x € S | x > 0}. Da propriedade (i)
da defini¢do de médulo é facil ver que S, # @. Pelo Principio da Boa
Ordenacao, seja g € S tal que g < x, para todo x € S,.

Se x € S; entdo, pelo algoritmo da divisdo de Euclides, existem
qr € Ztaisque x = qg+re0 <r < g Comor = x—qg temos
que r € S, e do fato de r ser ndo negativo, ou temos r =0 our € S,.
A segunda opgdo comprometeria a minimalidade de g, logor = 0 e
x=gqg,comq e Z.

Tudo isto mostra que S esta contido em

{0,+g,£2g,...}.

Como a outra incluséo é trivial, a demonstragado estd terminada. [J

Definigao 1.2.7 Sejam a,b € Z nado nulos. Definimos o mdximo divisor
comum (mdc) de a e b, denotado por (a,b), como sendo o maior inteiro
que divide a e b simultaneamente.

Nas mesmas condigdes, definimos o minimo miiltiplo comum (mmc)
de a e b, denotado por (a,b), como sendo o0 menor inteiro positivo
multiplo comum de a e b.
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Exemplo 1.2.8 Vamos calcular o mdc e o mmc de 8 e 12. Para o célculo
de (8,12) precisamos listar os seus divisores positivos que sdo:

divisoresde 8: 1,2, 4,8,
divisoresde 12: 1,2, 4,6, 12,

logo 0 maximo divisor comum é 4.
Agora vamos calcular (8,12). Os multiplos positivos de 8 e 12 sdo
da forma 8t e 12t com t € IN, ou seja,

multiplosde 8: 8,16, 24,32, ...,
multiplos de 12 : 12, 24, 36, 48, ...,

portanto vemos que o minimo multiplo comum é 24.

O préximo teorema foi provado por Etienne Bézout (1730-1783), e
nos mostra uma importante propriedade do mdc.

Teorema 1.2.9 (Bézout) Sejam a,b € Z, nio nulos e sejad = (a,b). Entio
existem r,s € Z tais que d = ra + sb.

DEMONSTRAGAO. Seja S = {xa+yb | x,y € Z}. Sabemos que S é um
modulo de Z e, portanto, pelo teorema 1.2.6, existe d’ € S tal que

S=d7={0,+d, +2d,...}.

Assim, como a,b € S, segue que a = ad’ e b = Bd’, para algum par de
inteiros & e B. Ou seja, d’' | a e d' | b. Como d’ é um divisor comum
de a e b, por definicdo, temos que d’ < d = (a, b).

Por outro lado, segue do lema 1.2.2 que d | na + mb, para todos os
pares n,m € Z. Em particular, d divide d’, e logo temos que d = d’,
como queriamos demonstrar. U

Euclides, no livro VII de sua célebre obra Elementos, apresenta um
algoritmo para obtencdo do mdc de dois inteiros positivos a € b, que
consiste no seguinte.

Se a = b, entdo (a,b) = a. Suponha entdo que temos b < a,
e vamos seguir os seguintes passos:

7
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(1) Existem go, 71 € N U {0} tais que
a=bg+re€0<r <b.
Se r1 # 0, entdo

(2) existem qq,72 € INU {0} tais que
b=gqir1+1,0<1r <r.
Se ry # 0, entdo

(3) existem qp,73 € INU {0} tais que
= qory +13,0 <13 <.

Continuando este processo, caso os r; anteriores sejam
ndo nulos, no k-ésimo passo teremos:

(k) Existem gi_1,7x € NU {0} tais que

Tk—2 = Gr—1Tk—1 + 7%, 0 < 1 < 141

Como existe um numero finito de inteiros entre 0 € b, e a cada
passo do algoritmo acima, determinamos um r; onde

0<r<rn_1<---<rn<hb,

certamente existird um primeiro inteiro n tal que r,4; = 0.
Convidamos agora o leitor a mostrar que r, = (a,b) (veja exercicio 5
no final deste capitulo).

Exemplo 1.2.10 Vamos utilizar este algoritmo para calcular o mdc
de 60 e 27. Comegamos escrevendo

60=27%x2+6 logo qo=2 e r =6,
27=6x4+3 logo g1=4 e rn=3,
6=3x2+0 logo =2 e r3=0.

Como r3 = 0, concluimos que
rp, =3 = (60,27).

8



