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A minha esposa Katia (in memoriam)
e a minha filha Heloisa, a quem amo de
verdade!
DEDIECO



O que ¢ ja foi, e 0o que ha de ser
também j4 foi; Deus fara renovar-se o que
se passou.

Eclesiastes 3:15



Prefacio

Seria no minimo curioso que um autor ao escrever um livro-texto ndo
tenha a intencdo de que ele venha auxiliar o maior niimero possivel
de leitores. Acreditamos que todos os autores tenham um objetivo em
comum: apresentar um texto claro, agradavel, ttil para o fim que lhe
foi designado. Por esta razdo, muitos cuidados foram minuciosamente
trabalhados de modo a oferecer uma linha de anélise que todo bom
livro deve apresentar.

E notério que hé excelentes livros de Algebra Abstrata adotados
nos cursos de graduacdo em Matemdtica. Sendo assim, faz-se
necessdrio que uma justificativa seja dada a comunidade académica,
aos colegas professores e aos alunos sobre um novo livro que versa
sobre topicos em comum. Neste prefacio, tentaremos justificar nossa
proposta.

Em primeiro lugar, a elaboracdo de um livro pode ser, além de
outras coisas, uma demonstragdo de que algo poderia ser melhorado
em alguns aspectos, tais como: a forma com que cada contetido é
apresentado; a quantidade e o nivel dos exemplos, incluindo o modo
como eles sdo explorados apds cada conceito definido; e as divisdes
dos contetidos nas respectivas segdes.

Em geral, os cursos em Algebra Abstrata sdo vistos apds os
cursos de Introducdo em Teoria dos Ntmeros e Algebra Linear. E
inegavel que eles auxiliam o leitor a compreender certos resultados
relacionados a grupos e anéis. No entanto, o livro ndo exige um
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conhecimento especializado de tépicos prévios, pois os conceitos
béasicos necessdrios ao seu desenvolvimento sdo apresentados em seus
capitulos iniciais, de modo que, qualquer estudante de Matemaética
ou até mesmo de outras dreas, como Ciéncia da Computagdo e
Engenharia Elétrica, que esteja interessado em estudar estruturas
algébricas, ndo tenha dificuldades ao lé-lo.

Objetivos do livro

O objetivo principal deste livro é oferecer um curso inicial em Algebra
Abstrata para Licenciatura em Matemdtica. Particularmente, ele foi
planejado para cursos bésicos de grupos e anéis. Por ter esse foco,
justifica-se nele a auséncia de alguns resultados mais avangados,
0s quais sdo precisamente apresentados nos cursos de Bacharelado.
No entanto, os Capitulos 8 e 9, este dltimo opcional, tratam de
topicos especificos de Bacharelado, e tem como finalidade alcangar os
estudantes que desejam aperfeicoar mais seus estudos na Teoria dos
Anéis. Em linhas gerais, acreditamos que o livro seja ttil aos alunos
que almejam obter conhecimentos bésicos em Algebra Abstrata, bem
como para aqueles que desejam aprofundar-se em tépicos especificos.

Espera-se que a maneira com a qual os contetdos tedricos
aqui explorados seja diferente daquela apresentada no Bacharelado.
Nessa perspectiva, faz-se necessario destacar ao menos dois critérios
essenciais: o primeiro é que os exemplos sejam considerados com
mais detalhes e com grau de dificuldade crescente; e o segundo é
que expressdes como “facil ver” e “imediato”, tdo comuns em textos
matemadticos, ndo sejam usadas com desprezo para com o estudante,
mas que tenham a finalidade de sinaliza-lo de que alguns detalhes
superficiais de um determinado resultado foram compactados.

E muito comum o professor de um curso em Licenciatura em
Matemadtica ouvir de seus alunos questionamentos sobre a real
necessidade de demonstra¢des de teoremas em um curso que objetiva
a formagdo de professor para o ensino basico. Estamos convencidos
de que demonstrar um dado resultado em Algebra pode trazer certo
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temor para alguns. Sabemos, também, que muitos podem encarar
esse momento como menos agraddvel do curso. Para o estudante,
muitas defini¢des, teoremas escritos de modo extremamente formal
e, ap0s isso, demonstragdes cuidadosas cercadas de simbolos légicos
podem ser um convite a desisténcia do curso. Ocorrem vezes que
conseguimos nos distanciar um pouco disso, mas em outras, ndo.
Pedimos a cada estudante que, ao se deparar com os teoremas,
principalmente os mais complexos, ndo se sinta convidado a desistir
de entendé-los!

Diferente do que ocorre com Célculo, cuja esséncia consiste
predominantemente ndo em demonstracdes de resultados, mas em
como aplicd-los em problemas que o envolvem, a Algebra Abstrata
tem a principio um enfoque diferente. Nela, manipulagdo de teoremas,
simbolos e expressdes sdo coisas que ocorrem com muita frequéncia.
Tudo isso pode ser bastante util a formacdo do estudante, sendo,
portanto, uma ferramenta que pode ajudd-lo em sua forma de
raciocinar e assimilar novas ideias matemaéticas.

Todo estudante que faz um curso em Célculo Diferencial e Integral
sabe de qudo importante é a Matemdtica para as outras ciéncias. Suas
aplicagdes sdo comuns em Fisica, Biologia, Quimica, Engenharia e
Economia, por exemplo. Da mesma forma, em um curso de Algebra
Linear, o professor ndo tem dificuldade de apresentar aos seus alunos
aplicagdes em um nivel acessivel. E comum depararmo-nos com um
livro cujo titulo é Algebra Linear com Aplicagies! Por esse motivo,
espera-se que todos que estudam Algebra Abstrata tragam em si a
expectativa de ver aplicagdes dos conceitos de grupo, anel e corpo.
Todavia, isso ndo é tdo comum em nivel elementar. Em geral, suas
aplicagdes ndo sdo acessiveis para um curso de introdugdo. Desse
modo, preferimos ndo apresentar nenhuma segdo a respeito.

O contetido do livro

O livro é constituido de nove capitulos e sdo divididos em trés partes.
A primeira (Preliminares) compreende os Capitulos 1 e 2; a segunda
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(Grupos) vai do Capitulo 3 ao 5; e a terceira (Anéis) do Capitulo 6 ao 9.
Embora o sumadrio transpareca as divisdes desses capitulos, faremos
comentérios de cada um deles.

O Capitulo 1 traz uma revisdo dos conceitos e resultados basicos
de conjunto, relagdo e funcdo. As secdes relacionadas aos dois
primeiros fazem exposi¢des resumidas. Assim, elas ndo representam
em nenhuma hipétese um estudo aprofundado sobre eles (e ndo
haveria aqui motivos para tal). Caso o leitor tenha feito um curso
de introdugdo em Caélculo, que apresenta uma abordagem desses
conceitos, mesmo que sucintamente, pode prescindir de consulta-
las. No entanto, elas podem servir de base para o estudante que,
casualmente, sinta a necessidade de rever alguns resultados sobre
conjunto das partes, imagens direta e inversa de um conjunto, fungao
injetiva, etc.

Ainda no Capitulo 1, a secdo que necessita ser lida com mais
atencdo é a que aborda o conceito e resultados sobre relacdo de
equivaléncia e outros inerentes. Esse conceito é usado com muita
frequéncia em Algebra Abstrata e em outros ramos da Matemética.
Tais resultados sdo imprescindiveis no estudo de estruturas algébricas
quocientes e, por isso, o estudante com dificuldades em trabalhar com
classes de equivaléncia e particdo deverd ler essa se¢cdo com bastante

atengdo, analisando principalmente seus exemplos.

O Capitulo 2 apresenta os resultados principais sobre os ntiimeros
inteiros, Z, e os numeros complexos, C. A secdo dedicada
ao conjunto Z ndo traz sua construcdo por meio de relacdo de
equivaléncia, o que em geral é feito em um curso de introdugdo em
Teoria dos Conjuntos. No entanto, descreve resultados relevantes
que, frequentemente, sdo usados em outros capitulos. Destacam-
se, especialmente, o Principio de Indugdo Finita, o conceito de
divisibilidade (incluindo o méximo divisor comum) e, como nao
poderia deixar de ser, o Algoritmo da Divisdo e resultados bdsicos
sobre nimeros primos. O leitor que porventura venha a estudar outros
capitulos se convencera da importancia de tais conceitos. Por exemplo,
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no Capitulo 8, a defini¢do de divisibilidade sobre os inteiros e muitos
de seus resultados sdo estendidos para um dominio arbitrario.

A secdo dedicada ao estudo do conjunto C tem finalidade similar
a da sec¢do sobre Z. Nela, sdo apresentados resultados elementares
sobre 0s complexos que, em geral, sdo vistos em um curso bésico.

No Capitulo 3, inicia-se o estudo sobre estruturas algébricas,
considerando inicialmente o conceito de grupo. Antes deste, hd uma
se¢do abordando o que de fato é necessario ao desenvolvimento do
capitulo. O conceito de operagdo bindria é apresentado juntamente
com algumas notagdes frequentemente usadas para representa-las. Ha
também uma quantidade razoavel de exemplos, incluindo também
os contraexemplos; alids, isso é muito comum em todo livro.
Destacamos as principais propriedades relacionadas as operagdes,
tais como associatividade, distributividade, existéncia de elemento
neutro e elementos invertiveis. Apds isso, o conceito de grupo segue
naturalmente.

Queremos aqui fazer um comentario adicional sobre a se¢do que
versa sobre operacdes binarias. Alguns professores preferem nao
dedicar mais do que trés aulas para apresentar os resultados principais
sobre elas. Particularmente, ndo vemos muitas vantagens em alonga-
las, mesmo porque tais resultados sdo facilmente absorvidos a partir
da propria defini¢do de grupo. No entanto, alguns colegas sdo
testemunhas de que dificilmente se leciona para turmas homogéneas.
O que frequentemente ocorre é que, em uma mesma turma, estudantes
formam grupos de diferentes niveis de conhecimento; as vezes, isso
pode impossibilitar que o professor seja sucinto no que concerne aos
topicos basicos. Algo semelhante ocorre com frequéncia em um curso
de Caélculo Diferencial. Muitas vezes, devido a dificuldade da turma, o
professor é “forcado” a fazer uma revisao consideravel sobre func¢des e
nuimeros reais. Foi pensando nisso que preferimos abordar operagdes
bindrias separadamente.

H4 dez se¢des que abordam t6picos estudados em um curso bésico
sobre grupos, entre os quais estdo os conceitos de subgrupo, classe
lateral e grupo quociente. Eles foram apresentados detalhadamente
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em sec¢Oes separadas, de modo a possibilitar um bom entendimento
por parte do estudante.

No Capitulo 4, estudamos homomorfismos de grupos, que sdo as
principais fung¢des entre grupos, cuja se¢do principal é a que destaca
o Teorema Fundamental dos Homomorfismos, seguido de algumas de
suas aplicacdes. Essa secdo foi desenvolvida pensando na dificuldade
que os alunos apresentam em trabalhar com esse teorema. As
demonstra¢des dos corolarios que lhe sucedem (em alguns livros sdo
deixadas como exercicios) foram feitas de modo que o leitor obtenha
familiaridade com o processo de construcao do epimorfismo inicial. E
claro que isso ndo ¢ suficiente, e o estudante hd de se conscientizar de
que familiarizar-se com o uso deste teorema é uma questdo de pratica.

O Capitulo 5 apresenta os grupos alternados (ou grupo das
permutagdes pares). E um capitulo sucinto, mas apresenta resultados
bésicos e importantes sobre esses grupos. Eles sdo imprescindiveis
no estudo sobre solubilidade de equagdes algébricas por radicais (a
esséncia da Teoria de Galois). No entanto, isso ndo significa dizer que
ele s6 deva ser consultado para esse fim. Ele pode ser 1til a todo leitor
interessado em se aprofundar mais sobre grupos de permutacdes.

No Capitulo 6, inicia-se o estudo bdsico sobre anéis. Seu
desenvolvimento é bastante similar ao do Capitulo 3. A partir do
conceito de anel, hd uma sequéncia natural de outros relacionados,
tais como subanel, dominio, corpo, homomorfismo de anéis, ideal e
anel quociente.

O Capitulo 7 trata sobre anéis de polindmios e é uma continuagao
do Capitulo 6. A importancia desse tema e os detalhes apresentados
justificam o fato de ele ter sido destacado em capitulo a parte. Apre-
sentamos resultados cldssicos sobre raizes e fatores de polindmios e
polinémios irredutiveis sobre corpos. Ao estuda-lo, o leitor percebera
que alguns resultados relacionados aos polindmios irredutiveis sdo
similares aos obtidos sobre niimeros primos. Existéncia de méximo
divisor comum entre dois polindmios (incluindo alguns inerentes),
Identidade de Bachet-Bézout (para polindmios) e fatoragdo de um
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dado polindmio como produto de polindmios irredutiveis levardo o
leitor a recordar o Capitulo 2.

O Capitulo 8 também é uma continuagdio do estudo sobre
anéis. Nele se estuda dominios de forma mais aprofundada.
Particularmente, aborda trés importantes tipos de dominios: dominio
de ideais principais, dominio de fatoragdo tinica e dominio euclidiano.
Inicia-se destacando dominios de ideais principais com resultados
similares a alguns obtidos sobre o0 dominio dos ntimeros inteiros (um
exemplo importante deles). Nessa parte, destaca-se, especialmente,
o tratamento dado aos dominios quadraticos dotados da fungdo
norma. Em seguida, sdo considerados dominios de fatoragdo tnica,
comecando com um breve histérico destacando a importancia desses
dominios, ndo apenas para a Algebra em si, mas também para a
Teoria dos Ntumeros Algébricos, por exemplo. Seu desenvolvimento
se da objetivando mostrar que todo dominio de ideais principais é um
dominio de fatoragdo tinica e que a propriedade de fatoragdo tinica em
um dominio pode ser estendida para anéis de polindmios. O estudo
dele se completa com dominios euclidianos.

O Capitulo 9 (opcional) se apresenta resumidamente, pois nao
se tem a intengdo de explorar com detalhes os tépicos nele
estudados. Ele traz resultados bésicos sobre extensdes de corpos,
objetivando considerar o conceito de corpo de raizes de um polindmio.
Abordamos, especialmente, as extensdes finitas dos racionais, as quais
sdo construidas pelo processo classico de adjungdo de raizes, o que é
preponderante para alcangar o seu objetivo. Aproveitamos, também, a
inclusdo desse capitulo para demonstrar alguns resultados que foram
apenas apresentados e usados em capitulos anteriores.

Referéncia Cruzada

Cabe uma palavra adicional sobre a citagdo de cada resultado ao longo
do livro. A fim de que o leitor possa localizar com mais agilidade os
resultados citados por referéncia cruzada, decidimos incluir também
a péagina na qual o resultado estd localizado, a menos que ele se
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encontre no mesmo capitulo referenciado. Por exemplo, ao mencionar,
no Capitulo 4, o Exemplo 3.8.12, escrevemos: pelo Exemplo 3.8.12
(pag. 186). Por outro lado, ao citar este mesmo exemplo no Capitulo 3,
escrevemos simplesmente: pelo Exemplo 3.8.12.

Os exercicios propostos e solucdes

Uma parte relevante e que desperta maior interesse no estudante é a
que contém os exercicios propostos. Ha mais de 680 deles ao longo
do livro, e sua maioria tem a finalidade de fixar a aprendizagem,
enquanto uma pequena parte surge como uma forma de acrescentar
algo a teoria apresentada no texto.

Quando se estuda por um determinado livio — e este ndo é
exce¢cdo —, o estudante é praticamente levado a seguir o caminho
estabelecido pelo autor. As divisdes dos capitulos, as ordens com que
as sec¢des foram dispostas, a prova ou ndo de um dado teorema sdo
a forma de guia-lo ao longo do livro. No entanto, isso ndo ocorre
com as sec¢des dos exercicios propostos. Uma de suas caracteristicas é
conduzi-lo com relativa independéncia.

Os exercicios sdo sempre apresentados em trés niveis: facil, médio
e dificil. A variedade deles (excetuando a Secao 3.10) objetiva fazer
o estudante assimilar gradativamente os resultados abordados, e ao
iniciar a resolugdo dos exercicios, ele tera condigdes de saber até que
ponto estd sabendo usar os conceitos e teoremas. Ha uma diferenca
considerdvel em absorver o resultado de um teorema e saber aplicd-lo
depois!

A distribui¢do dos exercicios relacionados a cada tépico foi feita
buscando dispd-los em ordem crescente com respeito ao nivel de
dificuldade. De certa forma, ha uma coeréncia entre eles e os exemplos
que foram trabalhados ao longo do texto, no sentido de que, no texto, o
nivel aumenta gradativamente, exigindo do estudante um pouco mais
de atencdo a medida que ele avanca na leitura. Pela boa didética, é
natural que se inicie uma sequéncia de exemplos com os mais simples,
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de modo a motivar propostas mais complexas. Entendemos que um
de facil solugdo seja uma boa forma de estimular o leitor a prosseguir.

Foi nessa linha de raciocinio que elaboramos e dispusemos os
exercicios. Alguns contém mais de seis itens, e isto pode tornar algo
repetitivo e enfadonho. Mas, resolver todos ou ndo é uma decisdo
que s6 cabe ao estudante. Se ele ja se sente seguro sobre os conceitos
exigidos em um dado exercicio, entdo, ndo vemos motivo para que
resolva do item (a) ao item (f). Ja ciente disto, ele serd automaticamente
convidado a encarar seu préximo desafio, um problema de outro nivel
ou que envolva outros conceitos.

Os exercicios marcados com asterisco (*) sdo os que exigirdo
um pouco mais de empenho do aluno, forcando-o a obter mais
familiaridade no trato dos conceitos relacionados. O fato é que alguns
poderiam até ser destacados com dois asteriscos, (%), dando uma
conotagdo de mais dificeis. Contudo, acreditamos que muitos achardo
que determinados problemas sem a estrelinha deveriam ser destacados
com ela e vice-versa. Sabemos o quanto esses sdo desafiadores para os
estudantes e que os levam a certo panico. Mas na realidade, ndo foram
colocados para este fim. Foram selecionados para quem deseja gastar
um pouco mais de energia.

Muitas vezes nos dedicamos exaustivamente na solu¢do de um
problema considerado dificil, porém podemos néo resolvé-lo. E claro
que isso pode trazer desanimo, mas quando se dedica um tempo extra
na solugdo de um exercicio dessa natureza, mesmo que ndo se tenha
“sucesso”, é inegavel que algo da teoria envolvida é assimilada, e isso
serd util em ocasido oportuna. Desse modo, o estudante ndo deve
se desencorajar, mas encarar os exercicios marcados com as famosas
estrelinhas. O fato é que alguns deles sdo muito dificeis. Todavia,
ap6s analisarmos o grau de dificuldade de todos, estamos convictos
de que a maioria deles pode ser resolvida por aquele que é habituado
a estudar algo a mais, que ndo se acostumou a estudar apenas para
fazer provas e garantir aprovagao.

No final do livro estdo as solugdes e/ou respostas dos exercicios
impares. Entretanto, cabe-nos chamar a atencdo daquele que muito
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se apressa em conferir respostas. E aconselhavel que uma consulta a
essa parte seja considerada como ultimo recurso e que seja feita apds
algumas tentativas de solugdo. Nao é conveniente que o estudante,
ao menor sinal de dificuldade, recorra automaticamente as solugdes
dadas. Isso pode trazer prejuizo ao seu aprendizado, podendo leva-lo
a ser um simples espectador.

Uma palavra aos estudantes

Queremos chamar a atencdo de todo aquele que porventura venha
a estudar por este livro. Como jd& mencionamos, as se¢des dos
exercicios propostos de um livro-texto sdo a parte que desperta maior
interesse, sendo um atrativo a parte; elas sio um ambiente adequado
de autoavaliagdo e, por isso, é perfeitamente compreensivel que os
mais afoitos busquem o mais rdpido possivel solucionar os exercicios.

Por mais delineados que sejam ministrados os contetidos, é quase
que impossivel para o professor apresentar todos os detalhes de um
dado tépico em sala de aula. N&o que isso seja negativo, pelo
contrdrio, é uma excelente forma de o professor conduzir o aluno a
leitura dos livros-texto. Sendo assim, apds cada aula, é razodvel que o
estudante estabeleca o hdbito de se fazer um estudo do que foi visto,
analisando com bastante atencdo os exemplos trabalhados, uma vez
que, em geral, eles sdo uma fonte de informagdes que pode auxiliar
nas resolugdes dos problemas e ajudar a fixar, se ndo todas, mas as
principais ideias. Em seguida, ele deve procurar resolver os exercicios
propostos, comegando com os mais faceis e, quem sabe, indo até aos
mais dificeis. Na medida do possivel, é apropriado estabelecer um
procedimento de estudo, tornando-o mais agradéavel e interessante.
Isso pode ser titil e decisivo em seu aprendizado.

Leia cada secdo do texto pausadamente, reescrevendo cada
definicdo e resultado sempre que houver necessidade. As vezes,
vocé terd que ler uma parte do texto mais de uma vez, revendo os
exemplos, teoremas, demonstragdes, etc. Se isto for necessario, faga-o
com dedicagao.
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