Teoria dos Niimeros
Algébricos



Textuniversitdrios 35

COMISSAO EDITORIAL:

Thiago Augusto Silva Dourado
César Polcino Milies

Carlos Gustavo Moreira
Willian Diego Oliveira
Gerardo Barrera Vargas



Alfredo R. Jones

TEORIA DOS NUMEROS
Algébricos

Editora Livraria da Fisica
S3o Paulo — 2025



Copyright © 2025 Editora Livraria da Fisica
la. Edicao

Editor: VicTor PEREIRA MARINHO / JOosE ROBERTO MARINHO
Projeto grafico e diagramacao: THIAGO AUGUSTO SILVA DOURADO
Capa: FaBricio RIBEIRO

Texto em conformidade as regras ortogrdficas do Acordo da Lingua Portuguesa (AO90).

Dados Internacionais de Catalogacdo na Publicacdo (CIP)
(Camara Brasileira do Livro, SP, Brasil)

Jones, Alfredo R.
Teoria dos ntiimeros algébricos / Alfredo R. Jones. —— Sdo Paulo : LF Editorial,
2025. —— (Textuniversitarios ; 35)

Bibliografia.
ISBN 978-65-5563-662-8

1. Teoria dos numeros I. Titulo. II. Série.

25-308981.0 CDD-512.7

Indices para catalogo sistematico:
1. Teoria dos ntimeros : Matemaética 512.7
Eliete Marques da Silva — Bibliotecaria — CRB-8/9380

Todos os direitos reservados. Nenhuma parte desta obra poderd ser reproduzida
sejam quais forem os meios empregados sem a permissdo da Editora. Aos infratores
aplicam-se as san¢des previstas nos artigos 102, 104, 106 e 107 da Lei n. 9.610, de 19
de fevereiro de 1998.

Impresso no Brasil
Printed in Brazil

www.Ifeditorial.com.br
Visite nossa livraria no Instituto de Fisica da USP
www.livrariadafisica.com.br
Telefones:
(11) 2648-6666 | Loja do Instituto de Fisica da USP
(11) 3936-3413 | Editora



Prefacio

O Instituto de Matemaética e Estatistica da Universidade de Sao Paulo,
IME-USP (hoje Instituto de Matematica, Estatistica e Ciéncia da
Computagdo) foi criado pela reforma universitaria de 1969 e comegou
a exercer suas fungdes no ano seguinte.

O Prof. Alfredo Jones, autor deste texto, chegou ao IME-USP, como
professor visitante, justamente no segundo semestre desse mesmo ano,
quando ministrou uma disciplina sobre Representacdes de Grupos
Finitos, sua drea de pesquisa. Em visitas subsequentes, ministrou
outras disciplinas avancadas: Representacdoes de Algebras, Médulos
sobre Ordens e Teoria dos Ntumeros Algébricos. A partir de 1973, ele
se tornou professor permanente do IME-USP; em 1985, foi aprovado
em concurso para professor titular e, no ano seguinte, finalmente se
aposentou da USP e retornou ao Uruguai, seu pais de origem, onde
continuou por muitos anos suas atividades docentes. Sem sombra de
duvidas, sua presenca em Sdo Paulo foi determinante para a formagéao
do grupo de pesquisa em Algebra, que hoje atua em multiplas diregdes
e certamente é um dos mais ativos da América Latina.

O Prof. Jones obteve seu doutorado em 1962 na Universidade
de Illinois, em Urbana-Champaign, orientado por Irving Reiner, um
dos nomes mais expressivos na teoria de Representagdes de Grupos.
Alias, pode ser interessante observar que a referéncia mais importante
da drea, o livro Representation Theory of Finite Groups and Associative
Algebras, de C. W. Curtis e I. Reiner, foi publicada no mesmo ano
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em que o Prof. Jones obteve seu doutoramento e foi feito um esforgo
especial para incluir na obra, j4 em fase de impressdo, o resultado
principal de sua tese. Este é apresentado como o Teorema (81.18), a ele
atribuido, e é classificado como um “striking result”.

Ap6s um breve retorno ao Uruguai, voltou aos Estados Unidos
como professor visitante da universidade de Cornell onde permaneceu
por quase trés anos e onde ministrou pela primeira vez um curso
sobre a Teoria de Numeros Algébricos, que, anos depois, voltou a
ministrar algumas vezes no IME-USP e cujas notas deram origem
ao presente livro. O texto foi escrito para leitores que ja tém uma
boa maturidade em é&lgebra. Desde o inicio, os assuntos sdo tratados
na maior generalidade e abstragdo possivel, mas o estilo cuidadoso
e elegante do autor torna a leitura acessivel e muito agradavel. Sua
edi¢do em forma de livro é certamente uma contribui¢do importante
para a literatura matemadtica em portugués.

Os assinantes deste prefacio fizeram, em épocas distintas, o curso
do professor Alfredo Jones, cujas notas deram origem a este livro.

CEsAr PorciNo MILIES
Epuarpo po NASCIMENTO MARCOS
Sido Paulo, outubro de 2025
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Dominios de Dedekind

Para desenvolver uma aritmética nos corpos de mniimeros algébricos,
comegaremos introduzindo a nogdo de elemento inteiro de um corpo de
niimeros algébricos. Mostraremos que, com uma definicio adequada de
inteiro, em todo corpo de miimeros algébricos, o conjunto de seus inteiros
forma um anel. Neste anel, em geral, ndo vale a fatoragdo tinica em elementos
primos, mas todo ideal do anel de inteiros admite uma fatoragdo tinica em
produto de ideais primos. Este resultado fundamental, que demonstraremos
na segio 3 deste capitulo, é o ponto de partida para o estudo da aritmética dos
corpos de niimeros algébricos.

1 Inteiros

Todos o0s anéis considerados serdo comutativos e com identidade.
Dados dois anéis R e S, escreveremos R C S se R é um subanel de S
com a mesma identidade que S. Se C é um conjunto qualquer de
elementos de S, indicaremos com R[C] o subanel de S gerado por R e
o conjunto C.

Defini¢ao. Um elemento o« € S diz-se inteiro sobre um subanel R de S
se é raiz de um polindmio com coeficientes em R e coeficiente inicial 1,
ou seja,

X"+ apx™ 1+ +ay € Rlx].



CAPITULO I. DOMINIOS DE DEDEKIND

Lema 1. As seguintes afirmagoes sio equivalentes:
1. O elemento o € S é inteiro sobre R.

2. Existe um inteiro m > 0 para o qual

R[a] = R+ Ra+---+ Ra™1,

3. Existe um mddulo fiel M sobre Rla| que é finitamente gerado como
médulo sobre R.

Prova. 1 — 2. Se a” +aa™ ' +---4a, = 0, com a; € R, entdo
a™ € R+ ---+ Ra™"1. Logo,

A" leRa+---+Ra™CR+---+Ra™ L.

Assim, mostra-se que &/ € R+ ---+ Ra™! para todo j, portanto
Rla] CR+ -+ Ra™L.

2 — 3. E claro que, se vale 2, o préprio R[] é um médulo fiel sobre
R[a] que é finitamente gerado sobre R.

3 = 1. Sejam xi,...,x; geradores de M sobre R, isto é, M =
Rx1 + -+ + Rx;. Como para todo x; se tem ax; € M, existem a;; € R
tais que

ax; — (apx1+---+apx)) =0 para i=1,...,¢ (%)

Seja agora I a matriz identidade de dimensdes t x t e T a matriz ¢t x t
sobre R[«] definida por:

T=u«al— (Ellj)

Sabe-se que, se T* é a transposta da matriz dos cofatores de T, entdo
T*T = (detT)I. Escrevendo o sistema de igualdades () com notagdo
matricial e multiplicando pela matriz T*, resulta:

(detT)x; =0 para i=1,...,¢

2



TEORIA DOS NUMEROS ALGEBRICOS

Como xi,...,x; geram M, deduz-se que (detT)M = 0. Logo,
detT = 0, pois M é fiel sobre R[a]|. Portanto, a é raiz do polindmio
com coeficientes em R e coeficiente inicial 1:

det(XI — (a;;)).
U

Defini¢do. Um anel S diz-se inteiro sobre um subanel R se todo
elemento de S ¢ inteiro sobre R.

Lema 2. Se C é um conjunto de elementos inteiros sobre R, entdo o anel R[C]
é inteiro sobre R.

Prova. Para cada a € R[C], existe um conjunto finito cy,...,c; de
elementos de C tal que

a € Rlcy, ..., ¢l

Como ¢; é inteiro sobre R, pelo Lema 1, Rc;] é gerado por um conjunto
finito de poténcias de ¢j como modulo sobre R. Consequentemente,
Rlcy,...,ct] é gerado por um conjunto finito de produtos da forma
clf .- -c? como médulo sobre R. Como R|cy, ..., ct] € um modulo fiel
sobre R[a], 0 mesmo lema mostra que « € inteiro sobre R. O

Proposicdo 1. Se R C S, o conjunto C dos elementos de S que sio inteiros
sobre R é um subanel de S.

Prova. Do ultimo lema segue que R[C] C C, logo C = R[C]. O

Proposig¢do 2. Dados trés anéis A C R C S, se S é inteiro sobre R e R é
inteiro sobre A, entdo S é inteiro sobre A.

Prova. Dado « € S, existem ¢y, ..., ¢y, em R tais que
a4 44, = 0.

3



CAPITULO I. DOMINIOS DE DEDEKIND

Logo,

m—1 )

Aler, ... cma] = Y Alcy,..., cmle.

i=0
Como vimos na demonstragdo do Lema 2, Alcy,...,cy| € finita-
mente gerado sobre A. Portanto, da igualdade acima segue que
Alc, ..., cm, ] é finitamente gerado sobre A. Daqui, pelo Lema 1,
concluimos que « é inteiro sobre A. O

Defini¢do. O anel C introduzido na Proposi¢do 1 chama-se o fecho
integral de R em S.

Diz-se que R é integralmente fechado em S quando o fecho integral
de R em S coincide com R.

Um dominio de integridade diz-se integralmente fechado se é
integralmente fechado em seu corpo de fragdes.

Consideremos trés anéis A C R C S. Se R é inteiro sobre A, entéo,
pela Proposigdo 2, o fecho integral de R em S coincide com o fecho
integral de A em S.

Em particular, resulta que se R é o fecho integral de A em S,
entdo R é integralmente fechado em S.

E facil provar que todo dominio fatorial é integralmente fechado. Com
efeito, seja 7 um elemento do corpo de fragdes do dominio fatorial A,
coma,b € Aeb #0. Se { é inteiro sobre A, existem ay,...,a, em A

de modo que
a™ gm—1

4*'%&1

gn T 0 T am =0,

logo
a" +aa" b+ -+ a,b" = 0.

Daqui segue que se p é um elemento irredutivel de A que divide b,
entdo p divide a e

5 o0 ) G e 3) -



TEORIA DOS NUMEROS ALGEBRICOS

c . . a . a b
Logo, o raciocinio feito para b pode-se repetir para » € para .
Assim, por indugédo sobre o niimero de fatores irredutiveis de b, prova-

se que b divide a e portanto j € A.

Proposicao 3. Se R é um dominio de integridade com corpo de fragdes K e E
é uma extensdo algébrica de K, todo elemento de E é da forma g, onde p € E
é inteiro sobre R e a € R.

Prova. Todo a € E é algébrico sobre K, logo, como K é um corpo de
fracdes de R, existem a,ay,...,a,, em R tais que

aa™ +a ™t - a, =0,

donde
(aa)™ + ay(aa)" '+ +a" g, = 0.

Logo, p = aw é inteiro sobre R. O

Esta proposicdo mostra que toda extensdo algébrica de K é um
corpo de fragdes do fecho integral de R em E.

Se E é uma extensao finita e separavel de K, entdo E é uma extensdo
simples de K, isto é, E = K(«) para algum « € E. Escrevendo a = 5,
com f inteiro sobre R e a € R, obtém-se E = K(p).

Defini¢cdo. Um niimero algébrico é um ntmero complexo que é
algébrico sobre Q. Um inteiro algébrico é um ntiimero complexo inteiro
sobre Z.

Chama-se corpo de niimeros algébricos todo corpo que é uma
extensdo finita de Q.

Vejamos como se aplicam os resultados anteriores aos corpos de
numeros algébricos.

Consideremos um corpo de ntimeros algébricos K e uma extensio
finita E de K. Seja R o anel dos inteiros algébricos de K e S o anel dos
inteiros algébricos de E.

E imediato que R = SN K. Por outro lado, Z = RN Q, pois Z é
integralmente fechado, j& que é fatorial.

5



CAPITULO I. DOMINIOS DE DEDEKIND

Pela Proposi¢do 2, R é integralmente fechado em K e S ¢é
integralmente fechado em E. Aplicando a Proposi¢do 2 aos anéis
Z. C R C E, resulta que o fecho integral de R em E é S. A Proposigdo 3
mostra que K é um corpo de fra¢des de R e E é um corpo de fragdes
de S.

E usual chamar de inteiro de um corpo de niimeros algébricos K a
qualquer elemento do anel R dos inteiros algébricos de K. Nesse caso,
os inteiros de Z chamam-se inteiros racionais. Esta denominagao se
justifica pela igualdade Z = RN Q.

Dado um corpo F, notaremos com F(X) o corpo de fracdes do anel de
polindmios F[X].

Defini¢ao. Chama-se corpo de fungdes algébricas em uma varidvel sobre
o corpo F toda extensdo finita K de F(X).

Para os corpos de fungdes algébricas, valem observacdes andlogas
as feitas para os corpos de niimeros algébricos, pois as demonstragdes
acima continuam vélidas trocando Z por F[X] e Q por F(X), ja
que F[X] também é um dominio fatorial. O anel dos inteiros do
corpo de fungdes algébricas K é o fecho integral R de F[X] em K, e
F[X] = RNF(X).

Se a é um elemento algébrico sobre um corpo K, indicamos com
Irr(a, K) o polindmio irredutivel em K[X| com coeficiente inicial 1 que tem
raiz . A tultima proposigdo desta secdo mostra que, para saber se « é
inteiro sobre um dominio R, integralmente fechado no seu corpo de
fragdes K, é suficiente considerar o polindmio Irr(«, K).

Proposicdo 4. Seja R um dominio integralmente fechado e K seu corpo de
fragoes. Um elemento w algébrico sobre K é inteiro sobre R se e somente se
Irr(a, K) € R[X].

PrROVA. Se a é inteiro sobre R, existe f € R[X] com coeficiente
inicial 1 e com raiz «. Este polindmio é entdo um multiplo de Irr(«, K),
logo as raizes de Irr(a, K) sdo raizes de f, e, portanto, sdo inteiras
sobre R. Em consequéncia, os coeficientes de Irr(a, K), que sdo fungdes

6



TEORIA DOS NUMEROS ALGEBRICOS

simétricas elementares nas raizes, também sio inteiros sobre R. Mas R
é integralmente fechado em K, logo Irr(a, K) € R[X]. O

Exercicios

1. Mostrar que 3(1 4 v/5) é um inteiro algébrico.
2. Mostrar que o fecho integral de Z em Q(/—5) é Z + Z+/—5.

3. Seja « # 0 um inteiro algébrico e seja f = Irr(a, Q). Provar que % éum
inteiro algébrico se e s6 se f(0) = +1.

4. Mostrar que da demonstracdo do lema 1 resulta que toda matriz é raiz
do seu polindmio caracteristico.

5. Considerar Z C M;(Q) (anel das matrizes 2 por 2 sobre Q)
identificando cada inteiro m com a matriz mI. Mostrar que as matrizes:

) )

sdo inteiras sobre Z, mas a + 8 ndo ¢é inteira sobre Z.

2 Bases inteiras

Lembraremos as defini¢des e as principais propriedades do discrimi-
nante e das fung¢des norma e trago de uma algebra sobre um corpo.
Seja A uma 4&lgebra sobre um corpo K, de dimensao finita, n =
dimg A. Para cada &« € A, consideraremos a transformacdo linear
w: A — A determinada pela multiplicagdo por «, isto é, a(x) = ax.

Defini¢ao. Chama-se polindomio caracteristico de a o seguinte polindmio
de K[X]:

xask(e) =det(XI—&) = X"+, X" 1+ +cp.
Chama-se norma de « o determinante de «:
Na/x(a) = detw = (—1)"cy,

7



CAPITULO I. DOMINIOS DE DEDEKIND

e trago de « o trago de a:

Tra/x(a) =tra = —c.

1. Mostra-se facilmente que a fun¢do norma é um homomorfismo
multiplicativo, Na,x : A — K, e que a funcdo trago é um
homomorfismo aditivo, Trs,x : A — K.

2. Se a € K, é imediato que

Nak(a) = aldm™c4d) e Tr, (a) = (dimg A)a.

3. Prova-se (ver [ZS], I1.10) que se A é uma algebra de dimensao
finita sobre um corpo F e F é uma extensdo finita de K, entdo

Nasx(a) = Npjx (Nasp(a)) e Trasx(a) =Trp/x (Trase(a)) .

4. De 2 e 3 segue que se E é um corpo que é uma extensdo finita
de K, entdo para todo « € E:

Ne/k(®) = Nk(w)/x (NE/K(a)(Oé)) = Nig(ay/x (@) dmx@)E,

Analogamente, obtém-se:
TI'E/K(D() = (dimK(a) E) TI'K(D[)/K(lX).

5. Se o corpo E é uma extensdo simples de K, E = K(«), a matriz
de @ em relacdo a base {1,4,...,&" '} de E sobre K é a matriz
companheira do polindmio minimal Irr(a, K) = X" +a; X" +
-+ -+ ay, dada por:

00 - 0 —au
1 0 0 —0ay_1
U=1o0 1 0 —ay o
00 1 —m
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A partir disso, calculando o determinante de XI — U, deduz-se
que:

Xk /k(®) = Trr(a, K) = (X —a1) - - (X — an),
Ni(ay/x(®) = (=1)"ay = a1 - ay,

Trgy/k(@) = —a1 = a1 + -+ + an.

Se w é separével sobre K, as raizes de Irr(«, K) sdo todas distintas.
Por outro lado, se a# ndo é separavel, a caracteristica de K é um
primo p, e todas as raizes tém a mesma multiplicidade p® > 1.
Portanto, nesse caso, pode—se escrever:

e

Ni () k() = (a1 -+ as)P

Trg(a) k(@) = plar + -+ as) = 0.

6. Dado um corpo E, extensdo finita de K, seja F a maior extensdo
separavel de K contida em E, e seja p/ = dimpE. Usando
os resultados 4 e 5, prova-se (ver [ZS]) que se 073,...,05 sdo 0s
K-isomorfismos de E em uma extensdo algebricamente fechada
de E, entdo, para todo « € E:

Ne/k(@) = (01(a) - - ()’

Tre/x(a) = pf (o1 () + - +os5()).

7. De 6 resulta imediatamente que, se E é uma extensdo ndo
separavel de K, entdo Trg, x(a) = 0 para todo « € E.

Nosso préximo objetivo é estudar a fungao bilinear ¢ : A x A — K
definida por ¢(x,y) = Tra, x(xy). Para isso, consideraremos primeiro
uma fungdo bilinear qualquer ¢ : A x A — K. Lembramos que ¢ é dita
degenerada se existe v € A, v # 0, tal que ¢(v,a) = 0 para todo « € A.

9



CAPITULO I. DOMINIOS DE DEDEKIND

Defini¢io. Dados «q,...,a, em A, com n = dimg A, chama-se
discriminante de wy,...,a, com relacdo a uma fungdo bilinear ¢ o
determinante da matriz (¢(a;,«;)). Notagao: dy(ay,...,&,).

E simples mostrar que se o conjunto «y,...,&, € linearmente
dependente sobre K, entdo dy(«y,...,&,) = 0 qualquer que seja a
fungdo bilinear ¢ (Exercicio 1), de modo que sé interessa considerar
os discriminantes das bases de A sobre K.

Lema 1. Se existe uma base a1, . ..,u, de A sobre K tal que
dp(aq, ..., 0n) =0,

entdo ¢ é degenerada, e se ¢ é degenerada, o discriminante com relagdo a ¢
de toda base de A sobre K é zero.

Prova. Tem-se det(¢(a;,«;)) = 0 se e s6 se existem cy,...,c, em K,
nao todos nulos, tais que }; c;¢(«;, ;) = 0 para todo j. Isto equivale a
dizer que existe & = Y cja; # 0 que verifica ¢(«, ;) = 0 para todo j e,
portanto, ¢(a, x) = 0 para todo x € A. a

Enunciamos o lema que segue sem demonstra¢do, pois se prova
facilmente.

Lema 2. Se ,B]- = ayjeq + - - -+ Apjin, COM ajj € K,paraj=1,...,n,entdo:

d(p(,Bl/ e ,ﬁn) = det(aij)Zd(,,(acl, .. .,(Xn).

Aplicaremos esta nogdo de discriminante a uma éalgebra A, de
dimensdo n sobre um corpo K, e a funcdo bilinear ¢ : A x A — K
definida por:

@(x,y) = Trasx(xy).

Neste caso, omitiremos o ¢ na notagdo do discriminante e
escreveremos d 4 x(ai, ..., a,) oud(ay, ..., a,).

10



TEORIA DOS NUMEROS ALGEBRICOS

Se E é uma extensdo separavel de um corpo K e oy, ...,0, sdo os
K-isomorfismos de E em uma extensdo algebricamente fechada de K,

entdo verifica-se com um célculo simples que
t:
(Tre/k(aia;)) = (oi(a;)) (oi(aj)) g
Daqui se obtém a seguinte expressao do discriminante de ay, ..., a,

d(ay,...,a,) = det (Ui(a]-))z.

Se E = K(«), escrevendo &; = 0;(«), resulta:

2
1 1
_ X1 Kp
d(1,a,...,a" 1) = ) :H(“z “1)2
: i<j
06111 1 (XZ_l

Como f =Irr(a, K) = [I(X — a;), tem-se

I
—
|
N—r
=
\‘
=
—
RS
S—

d(1a,...a" ) = (1) [l — ) = (-1)"%
i£] i=1

1" o @) = (1) Nes(F (@)).

i=1

Chama-se discriminante do polinomio f ad(f) =d(1,a,...,a"1).
Os elementos da matriz (Trg,x(a'*7)) sdo polindmios simétricos em

. ~ 1+
a1,...,0&y, pois sdo da forma ) «, /. Portanto, podem-se escrever em
fungdo dos coeficientes de f. Em particular, é 1til anotar os seguintes

discriminantes:
* Se f = X*+m X + ap, entdo d(f) = a7 — 4ay.
* Se f= X3 4+ a1 X? + a, X + a3, entdo
d(f) = a3a5 — 4alaz — 4a3 — 2743 + 18a,a2a3.

11



CAPITULO I. DOMINIOS DE DEDEKIND

Lema 3. Dadas duas extensoes finitas e separdveis E O F D K, se ay, ..., ay
é uma base de E sobre F e B1,. .., Bm uma base de F sobre K, entdo:

|dE/K(061,31,. . .,Dénﬁl,. . .,(anBm)|
Nesx (dese(@n, - an)) (desx(Br-- o  Bm))"| -

Prova. Sejam o07,...,05, os K-isomorfismos de F em um fecho
algébrico (0 de E. Esses isomorfismos podem-se prolongar a
K-automorfismos de (), que indicaremos com a mesma notagdo
o : QO — O. Se ©,...,T, sdo os F-isomorfismos de E em ()
(; : E = Q), entdo oi7; (i = 1,...,m, j = 1,...,n) sdo os
K-isomorfismos de E em (). Logo, o discriminante a calcular é, a
menos do sinal, o determinante da matriz (0;7j(axp;)). Introduzindo
os blocos de dimensao 1 por n,

Si: ((Tl'T]'(th)), i:1,...,m,
a matriz anterior pode-se escrever na forma

S101(B1) -+ S101(Bm)

Sm(Tn;(ﬁﬂ Smgn;(ﬁm)

Mas esta matriz é o produto

51 aB)l - o(Bm)l

Sm am(,él)l ‘Tm(,ém)l

onde I é a matriz identidade de dimensao n por n, e basta calcular os
determinantes destas duas matrizes para obter o resultado desejado. [J

Proposicdo 1. Seja E uma extensio finita de K. As seguintes propriedades
sdo equivalentes.

1. A fungio bilinear Trg x(x,y) é degenerada.
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