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Para nossos felinos (miau)!



The Axiom of Choice is obviously true, the well-ordering principle obviously
false, and who can tell about Zorn’s Lemma?
JERRY L. BoNaA [17]



Prefacio

Estas notas foram escritas para servir de base de estudos para
estudantes em um primeiro contato com diferenciag¢do de fungdes reais
de mais de uma variavel (mas em numero finito; ndo custa mencionar);
elas nasceram de uma disciplina sobre o tema ministrada pelo autor
(chamada Célculo 2), em trés oportunidades, através do Departamento
de Matemadtica da Universidade Federal de Sao Carlos. Foi oferecida
para estudantes do primeiro ano de graduacéo, segundo periodo, e as
turmas ndo incluiam alunos dos cursos de matematica.

Ao se escrever um pequeno livro deste tipo, com um tema bastante
especifico e introdutério, é necessario resistir a tentagdo de incluir
muito mais material do que foi discutido em sala de aula e/ou
“caprichar” nas nogdes tedricas. Como um dos objetivos foi procurar
manter os limites estritos do que normalmente se aborda em sala de
aula, para se tentar ter um texto enxuto e diretamente voltado para
os estudantes, as inclusdes extras foram, basicamente, mais exemplos
e exercicios, além de detalhes em tdpicos opcionais (devidamente
indicados; veja abaixo sobre isso).

Supde-se que os estudantes ja cursaram uma disciplina de célculo
diferencial de fun¢des de uma varidvel e também geometria analitica
(incluindo dependéncia linear de vetores, produto escalar, equagdes de
retas e planos).
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Vérios textos foram consultados na preparagdo destas notas,
e também foram adicionados pequenos argumentos e exemplos
pensados pelo proprio autor. Algumas vezes, motiva¢des além da
matemadtica foram inclusas ao se tratar diferentes topicos e exemplos.
Em alguns pontos, referéncias histéricas e/ou trabalhos originais
foram mencionados; além de situar cronologicamente certos fatos aos
estudantes, pretendeu-se (mas longe de grandes ambicdes) destacar
alguns nomes que contribuiram para o desenvolvimento do Calculo
Diferencial de vérias varidveis, apresentando o tema de forma um
pouquinho mais contextualizado.

Ha excelentes livros publicados sobre o tema e, como é comum, o
presente autor também imagina que seu texto tem algo de diferente,
uma didatica particular com uma exposicdo que, além de seguir de
perto o que se discutiu em sala de aula, insiste na intui¢do quando
possivel, e mais pensada em aplicagdes do que na prépria teoria, mas
ndo se esquecendo dessa dltima. Por exemplo, discussdes detalhadas
de continuidade de fung¢des padrdes, como polinomial e exponencial,
foram evitadas (seria quase uma repeticdo de parte da disciplina de
fungdes de apenas uma varidvel real), mas insistiu-se bastante no
conceito de diferenciabilidade e suas necessidades e consequéncias,
quando se trata de mais de uma varidvel.

Tentou-se deixar claro que o conceito de limite é fundamental, ja
que algumas grandezas s6 ganham sentido a partir de limites, e que a
segdo sobre esse topico, no Capitulo 1, é para ganhar familiaridade, o
qual serd usado nas diferentes facetas em que o conceito de derivada
aparece em fungdes de vdrias varidveis.

Evitar algumas repeti¢des (como sobre continuidade de certas
fungdes) foi uma tentativa prética de poder dedicar mais tempo
aos topicos de maior interesse em aplicagdes, geralmente mais
avancados, como derivadas direcionais, minimos e maximos de
fungdes, multiplicadores de Lagrange, o método dos minimos
quadrados, para citar os mais relevantes.

VIII
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Incluiu-se grande quantidade de exemplos nos tépicos mais
avancados. Alguns exercicios menos imediatos sdo apresentados como
Desafios, que juntamente com algumas Questdes mais tedricas sdo
indicados para os estudantes com essas aptiddes. Sdo apresentadas
respostas da grande maioria dos exercicios propostos. Fica aqui
uma dica aos estudantes: pelo menos leiam os enunciados de todos
os exercicios de cada capitulo, pois alguns trazem exemplos de
propriedades que ndo sdo imediatas, tampouco 6bvias!

Os resultados sdo formulados em duas ou trés varidveis, e
geralmente comenta-se sobre a validade, ou ndo, para qualquer
nuimero de varidveis. Salientamos que duas variaveis significa que se
trabalha em subconjuntos do plano IR?, e trés varidveis em subconjuntos
do espago tridimensional IR>.

Alguns tépicos menos frequentes em textos desse tipo foram
inclusos, como um exemplo detalhado em que ndo vale o Teorema
de Schwarz (veja Subsegdo 2.6.1), duas maneiras de se pensar sobre
derivadas direcionais (veja a Segdo 3.4), um exemplo de fungdo que
localmente cresce em todas as retas partindo de um ponto critico, mas
esse ponto é de sela (Subsegdo 7.3.1), apresentacdo de uma funcdo de
duas varidveis com apenas dois pontos criticos e ambos sendo pontos
de minimo global (Questdo 7.2.21) (outra com um tnico ponto critico,
que é minimo local mas nao é global), uma discussdo mais detalhada
do método dos minimos quadrados (Capitulo 8; isso se justifica
pois frequentemente os alunos dizem que usam esse método nos
laboratérios mas ndo conhecem seus fundamentos), uma interpretagao
do multiplicador de Lagrange em termos das varidveis dos problemas
(Segdo 9.2) e uma discussdo do teste das segundas derivadas para
alguns problemas de otimiza¢do com vinculos (Segdo 9.5).

Secdes indicadas com o simbolo % sdo consideradas opcionais;
contudo, suas leituras propiciardo um complemento adequado ao
texto, com formulag¢des e/ou demonstragdes um pouco mais gerais.

Passemos a uma breve descri¢do dos contetidos dos capitulos deste
texto. O primeiro traz uma apresentagdo de limites e continuidade

IX



CALCULO DIFERENCIAL DE FUNGOES DE VARIAS VARIAVEIS

de fungdes, com énfase para duas e trés varidveis; had uma série
de exemplos para ilustrar as diferencas e novidades em relagdo ao
caso de uma varidvel. Continuidade é tratada como uma extensdo
natural do caso de uma varidvel. O Capitulo 2 apresenta as derivadas
parciais e discute em detalhe a nogdo de diferenciabilidade de
fungdes, enfatizando suas consequéncias na teoria, com aplica¢des
(como diferencial e propagagdo de erros). Derivada direcional e sua
interpretagdo sdo os destaques do Capitulo 3, incluindo o Teorema
do Valor Médio. Curvas suaves e superficies de nivel sdo os topicos
dos Capitulos 4 e 5, respectivamente. No Capitulo 6, sdo derivados
os polindmios de Taylor em duas varidveis (de ordens 2 e 3) de uma
maneira que é bastante natural para os estudantes; como estimar os
restos é discutido para polindmios de graus 1 e 2, embora em uma
se¢do opcional é enunciada a forma geral desses polindmios, usando
multi-indices. O Capitulo 7 aborda minimos e maximos de fungdes,
com énfase para duas varidveis e varios exemplos. Um exemplo
inesperado de Peano é apresentado numa subse¢do e, numa sec¢do
opcional, enuncia-se a forma geral do teste das segundas derivadas
para mais de duas varidveis. Uma discussdo mais detalhada do
método dos minimos quadrados é feita no Capitulo 8; esse é um
tema que os alunos de ciéncias e engenharias usam ao tratar dados
de laboratérios, e temos uma oportunidade de explicar suas bases
matemadticas (destaca-se que a condigdo para existéncia da tnica
solucdo, no caso de ajuste por uma reta, implica na condi¢do de
minimo). Extremos condicionados e multiplicadores de Lagrange sao
os temas do Capitulo 9; além de vdrias aplicagdes, sdo discutidas
trés maneiras de se justificar o papel dos multiplicadores, bem
como uma interpretagdo deles (com exemplos explicitos). Foi feito
um esfor¢o para motivar e explicar a importancia do Teorema das
Fungdes Implicitas (que muitas vezes ndo atrai a atencdo desse tipo
de estudante); a énfase foi para duas varidveis e a demonstragao ficou
para uma secdo opcional.

Observo que este texto, por naturalmente exigir mais cuidado com
a formulacédo da teoria ao se escrever, acabou saindo um pouco menos
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espontaneo do que as exposi¢des e discussdes em salas de aula; cabe
ao docente, que arriscar segui-lo em alguma turma, tentar auxiliar os
estudantes nos argumentos mais aridos.

Se alguns estudantes considerarem o texto “facil de ler” e com
alguma utilidade, grande parte do objetivo original, ao escrever estas
notas, tera sido alcangado.

Agradeco ao Prof. Luiz R. Hartmann pela leitura atenta do texto e
pelas varias sugestdes de correcao.

Erratas deste texto podem ser acessadas em
https://www.dm.ufscar.br/profs/oliveira/Errata_CDFVV_crono.pdf
(em ordem cronolégica) e
https://www.dm.ufscar.br/profs/oliveira/Errata_CDFVV_pag.pdf

(ordenada pelas paginas do livro).

CfsAr R. DE OLIVEIRA
Sdo Carlos — SP, dezembro de 2025
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1

Limites e Continuidade

Pedimos licenga, mas precisamos iniciar o texto com vdrias definigdes,
nomenclaturas e notagdes. Um elemento do plano R? serd denotado de
maneiras diferentes: como vetor X diretamente, como um par ordenado
(x,y) (ou (x1,x2)), ou ainda usando a base candnica (i,]), escrevendo
X = xi+yj Essa notagio se estende para qualquer mimero de
varidveis em R": um elemento X € IR" também serd denotado por
(x1,%2,...,%,) OU X =2x161+ -+ X4€y, em que foi usada uma base
ortonormal (éy,...,e,) de R", a qual generaliza (?,f) no plano (o
produto escalar é X -y = x1y1 + - - - + XuYyu, como esperado). No espago
tridimensional R3, serd mais comum o uso de (x,y,z) e X = xi+ yf+ zk
(vale a pena mencionar que essa notagdo surgiu no século XIX).

1.1 Funcgoes reais de varias variaveis

Inicia-se com exemplos de fungdes de duas variaveis f : D C R? — R,
ilustrando um pouco seus dominios D e imagens, ou seja, os valores em
que as fungdes “atingem”; em simbolos, a imagem de f é o conjunto

{z € R | existe (x,y) € D com z = f(x,y)}. (1.1.1)

Sao importantes também os graficos; o grdfico dessa fungdo f é o
subconjunto de R® dado por

{(xy f(x,y) | (x,y) € D}. (1.1.2)
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Lembremos que f é dita injetora se f(x) # f(y) sempre que x # y.
Nogoes de bola aberta e ponto interior, que serdo introduzidos
mais adiante, sdo necessdrias para que certos enunciados tornem-se
precisos. Note que essas nog¢des fazem sentido para qualquer ntiimero
de variaveis, com adaptagdes naturais, e isso ndo serd destacado a todo
momento.

Exemplo 1.1.1 1. A &rea de um retangulo de lados x > 0ey > 0
é a fungdo S(x,y) = xy, tendo como imagem o intervalo (0, ).
Outra forma de descrever o dominio dessa fungéo é pelo produto
cartesiano (0,00) x (0, 0).

2.z = f(xr,y) = (1— (a2 +y2))1/2, com dominio {(x,y) € R? |
x> +y* < 1} e imagem sendo o intervalo fechado [0,1]; seu
grafico é a calota superior de uma esfera, ilustrada na Figura 1.1.
Compare com o Exercicio 1.1.2, item (4).

Figura 1.1. Gréficode z = f(x,y) = (1 — (xz + yz))l/z‘

3. Segundo a Lei dos Gases Ideais, a pressdo P é dada por

T
P(T,V)=k=
(’) V’

sendo V,T o volume e a temperatura do sistema, respectiva-
mente, e k > 0 uma constante. O dominio dessa fung¢do de duas
variaveis é dado por (0,00) x (0,00) e sua imagem por (0, c0).

2



CAPITULO 1. LIMITES E CONTINUIDADE

4. f(x,y) = x>+ y?, com dominio todo o plano R? e imagem o
conjunto [0,c0), cujo grafico é um paraboldide, representado na
Figura 1.2.
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Figura 1.2. Paraboldide; gréfico de z = f(x,y) = x? + y2.

5. f(x,y) = x*> — y?, com dominio todo o plano R? e imagem o
conjunto dos niimeros reais; para essa fungdo restrita ao eixo
das abscissas (ou seja, y = 0), a origem é um ponto de minimo,
enquanto que restrita ao eixo das ordenadas (ou seja, x = 0),
de médximo; nesta situa¢do, a origem é um exemplo do que é
chamado de ponto de sela (veja a Defini¢do 7.1.1), e o grafico da
fungdo esta representado na Figura 1.3.
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Exercicio 1.1.2 Esboce os gréficos de:

L fxy)=1—-x—1.

2. fx,y) =2—x2—v2

3. f(x,y) =cosy

4. flxy) = (P +y* =1V

Questdo 1.1.3 Suponha conhecido o gréfico de f(x,y). Explique o que
ocorre com esse grafico se forem considerados os graficos das fung¢des

1. f(x,y)+a, paraa € R;

2. af(x,y), para0 #a € R;

3. f(ax,ay), paraa € R;

4. f(x—a,y—"), paraa,beR.

(Resposta: deslocado de a ao longo do eixo z; esticado ao longo de z
se |a| > 1 e comprimido se 0 < |a| < 1, combinado com reflexdo em
relagdo ao plano xy se a < 0; valores negativos de a correspondem a
reflexdes do gréafico em relacdo aos planos yz e xz; deslocamento do
gréfico ao longo do vetor (a,b,0).)

Questdo 1.1.4 Use algum aplicativo de computador ou diretamente
a internet para desenhar alguns gréficos mais complexos, como

f(x,y) = sen(xy), g(x,y) = senxcosy, h(x,y) = (x+y)e! =¥ e
u(x,y) = 2xy/(x*> + y*), sempre em torno da origem.

Mais alguma nomenclatura, que nado deve trazer grandes dificulda-
des. Em uma variavel, no lim,_,y, f(x) estudam-se os limites laterias
pela esquerda e direita, entdo supde-se que se se afasta um pouco
de xp, tanto para a direita quanto para a esquerda, continua-se no
dominio de f, o que pode ser formalizado dizendo que existe r > 0
de forma que o intervalo aberto (xo —r,xo + ) esteja contido nesse
dominio.



