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Prefacio da Primeira Edicao

A Teoria dos Numeros foi sem duvidas o ramo de pesquisa favorito
de Gauss, que uma vez disse: “A Matemdtica é a rainha das ciéncias e a
Teoria dos Niimeros é a rainha da Matemdtica”. Esta notéavel frase, dada
por aquele que é considerado o maior matematico de todos os tempos,
resume bem a importancia da Teoria dos Nimeros como um ramo da
Matematica Pura, cujos problemas a tornam essencialmente diferente
de outros ramos.

Os antigos tedricos dos ntimeros ndo desenvolviam resultados com
a finalidade de que eles um dia viessem a ser aplicados em problemas
do cotidiano. A elegancia e desafios desses resultados eram suficientes
para atrai-los. Isso também é verdade para os atuais estudiosos da
drea. Atualmente, aplicagdes em diversas dreas tais como Fisica,
Quimica, Actstica, Biologia, Computagdo, Codificagdo e Criptografia,
fazem da Teoria dos Ntimeros mais atraente, ao menos para os leigos
que se deleitam em aplica¢des da Matemadtica em problemas do dia a
dia.

A Teoria dos Numeros se dedica ao estudo dos ntimeros inteiros
e suas generalizagdes. Em geral, esse estudo estd relacionado com
solugdes de problemas diofantinos, ou seja, problemas que requerem
solucdo de equagdo ou de sistema de equagdes com valores inteiros
para as suas incégnitas. Entre os seus vdrios ramos, trés tém destaque
especial: a Teoria Algébrica, a Teoria Analitica e a Teoria Elementar. Em
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outras palavras, é possivel observar o estudo dos ntiimeros inteiros sob
ao menos trés pontos de vista diferentes.

Na Teoria Algébrica se estuda os niimeros algébricos (ntimeros
complexos que sdo raizes de polindmios ndo nulos com coeficientes
racionais) e considera resultados da Algebra Abstrata a fim de resolver
as questdes inerentes. A Teoria Analitica emprega resultados da
Analise Matemética, tanto real como complexa, quando do estudo
mais aprofundado sobre os nimeros primos. Por outro lado,
a Teoria Elementar, cujos tOpicos estudados se constituem num
primeiro contato dos estudantes com as propriedades dos ntimeros
inteiros, tem por objetivo estudar os conceitos e resultados bdsicos
sobre divisibilidade, primalidade, congruéncia entre inteiros, fragdes
continuas, etc. Esses conceitos sdo essenciais para se estudar os outros
ramos da Teoria dos Ntumeros.

Objetivos do livro

O objetivo principal deste livro é destacar os resultados bdésicos e
classicos da Teoria Elementar dos Nuimeros, de modo a oferecer um
texto para um primeiro curso em Teoria dos Numeros. O texto ndo
aborda nenhuma parte dedicada a aplicagdes dos conceitos em outras
dreas (algo que pode ser facilmente encontrado nas referéncias [1],
[28] e [44]), mas tem a finalidade de estuda-los de forma mais natural
possivel, dotando o leitor de conhecimentos necessarios para o estudo
mais avangado da teoria.

O texto foi escrito focalizando principalmente os estudantes de
Licenciatura em Matemdtica, mas levando em consideracdo que
muitos assuntos abordados sdo estudados por estudantes de outras
areas, tais como Ciéncia da Computacdo e Engenharia Elétrica. Isso
ndo significa que o rigor inerente ndo apenas a Teoria dos Niimeros,
mas também a Matematica foi deixado de lado. A luz desse foco,
fomos persuadidos a considerar duas coisas essenciais. A primeira
concerne a apresentagio dos exemplos. E imprescindivel que eles
sejam abordados com mais detalhes e com grau de dificuldade
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crescente, o que pode ser decisivo para que o leitor possa assimilar
com mais acuidade os conceitos envolvidos. A segunda diz respeito
as expressdes como “facil ver” e “é imediato”, tdo comuns em textos
matematicos, sejam realmente coerentes, sem a conotacdo de desprezo
para com o leitor, mas que expressem o fato de que alguns detalhes
superficiais de um determinado resultado foram compactados.

Os topicos escolhidos para a elaboragdo do texto sdo em sua
maioria cldssicos da teoria, de modo que o que pode diferenciar
este livro dos muitos disponiveis é a forma com que cada um
deles é apresentado. Ao realizarmos a tarefa de escolha, tivemos o
cuidado (a0 menos nos esforcamos para isso) de atingir ao maximo
os contetdos relacionados a Teoria Elementar. E claro que, de certa
forma, isto exprime um pouco da experiéncia obtida por meio dos
cursos que ministramos em Teoria dos Ntumeros, tanto na graduagao
como no mestrado profissional em Matemadtica. Isto significa que
alguns temas abordados em outros livros podem nao ser encontrados
neste, mas isso em nada interfere em seu objetivo central.

Outra coisa importante a ser destacada é sobre os pré-requisitos.
Seguramente, neste livro, eles sdo minimos, pois os conceitos
necessdrios ao seu desenvolvimento sdo em geral previamente
apresentados. Uma ligeira excegdo é feita quando da necessidade
do uso de resultados relacionados a Anélise Matemaética (no estudo
sobre fragdes continuas e equagdo de Pell), mas na ocasido fazemos
esclarecimento a respeito.

Em linhas gerais, acreditamos que o livro é ttil a todo estudante,
seja de Matematica, Ciéncia da Computagdo ou Engenharia Elétrica,
que tem o objetivo de fazer um curso de introducdo em Teoria
Elementar dos Ntimeros que aborde os seus principais tépicos.

A estrutura do livro

O livro é constituido de doze capitulos. No que segue, temos uma
pequena descrigdo de cada um deles.
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O Capitulo 1 segue o padrao de alguns livros. Ele se inicia efeti-
vamente com uma fundamentacdo axiomética dos niimeros inteiros,
destacando as propriedades relativas a adicdo e a multiplicagdo de
inteiros, como também as relacionadas a relacdo de ordem usual. Apds
isso, sdo apresentados o Principio da Boa Ordenacédo e o Principio de
Inducéo Finita em suas duas formas. E na verdade um capitulo base e,
por isso, importante para se estabelecer resultados de outros capitulos.
Ele se encerra com a se¢do dedicada ao Bindmio de Newton.

No Capitulo 2, consideramos o conceito de divisibilidade sobre
o conjunto dos nimeros inteiros, sendo o Algoritmo da Divisdo seu
resultado principal. A Segdo 2.3 aborda sistemas de numeragdo
e, a partir de seus resultados, apresentamos alguns critérios de
divisibilidade. Esta secdo se constitui num intervalo interessante entre
a primeira e a que destaca os conceitos de méximo divisor comum e
minimo multiplo comum.

Os ntimeros primos sdo estudados no Capitulo 3. Seria até possivel
unir os resultados deste capitulo com os do anterior. Mas, devido
a importancia do tema, preferimos aborda-los num capitulo a parte.
O Teorema Fundamental da Aritmética tem destaque especial, cujo
resultado nos mostra de forma implicita que os ntimeros primos sao
0s mais importantes ntimeros inteiros. Destacamos também o Crivo
de Eratdstenes, as fungdes 7(n) e o(n), que sdo exemplos classicos
de fungbes multiplicativas (conceito este estudado mais adiante), e
finalizamos com a segdo sobre a distribuicdo dos ntimeros primos.
Este tltimo tema se apresenta de forma resumida, pois ele é objeto
de estudo da Teoria Analitica. A referéncia [2] aborda isso com muita
propriedade.

No Capitulo 4, apresentamos o conceito de congruéncia, o qual
é um dos mais importantes da Teoria dos Numeros. Para que se
possa entender os resultados de capitulos mais substanciais, tais como
os dos Capitulos 6 e 8, é necessdrio que se faga uma leitura com
muita acuidade deste. Estudamos de forma detalhada as principais
propriedades das congruéncias, incluindo algumas aplica¢des. Apds
isso, as congruéncias lineares seguem de forma natural e, como ndo
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poderia deixar de ser, apresentamos o Teorema Chinés dos Restos, que
é um cldssico do assunto. Aproveitamos este capitulo para estudar as
equagdes diofantinas lineares com duas incdgnitas e finalizamos com a
construcdo de um importante conjunto, ndo apenas para a Teoria dos
Ntmeros, como também para a Algebra Abstrata — o conjunto das
classes de congruéncia médulo m, Z,, — abordando suas operagdes de
adicdo e multiplicagdo com suas propriedades.

Alguns ntimeros especiais no sentido dado no texto sdo apresenta-
dos no Capitulo 5. Entre esses, destacamos os nimeros perfeitos, de
Fermat e de Mersenne. Esses nimeros despertam interesse especial,
pois sdo fonte de pesquisas cientificas. Entre os resultados deste
capitulo, hd o teorema que caracteriza os nimeros perfeitos pares,
devido a Euclides e Euler.

No Capitulo 6 sdo apresentados trés importantes teoremas que
envolvem congruéncias: os Teoremas de Wilson, de Fermat (o
pequeno) e o de Euler. O Teorema de Wilson é na verdade um critério
de primalidade, embora ndo seja usado na pratica para este fim. Ja o
de Fermat estabelece uma congruéncia base importante, assim como o
de Euler, o qual generaliza o resultado dado pelo de Fermat. H4 uma
parte do texto dedicada a fungdo ¢ de Euler com algumas de suas
propriedades.

No capitulo 7, consideramos o conceito de fungdo aritmética,
objetivando o estudo das fungdes multiplicativas. Dentre essas,
destacamos a fungdo y de Mobius, que é uma das mais importantes.
Essa fun¢do desempenha um papel central na férmula de inversao
(um classico da Teoria dos Numeros) que relaciona duas fungdes
aritméticas F e f, em que f é arbitrdria ndo necessariamente
multiplicativa.

O estudo sobre Ordens e Raizes Primitivas é dado no Capitulo 8,
o qual apresenta os resultados classicos inerentes, incluindo, é claro, a
caracterizagdo dos inteiros que possuem raizes primitivas. Ele destaca
também alguns resultados sobre o conceito de indice, que foi primeiro
introduzido por Gauss em seu Disquisitiones Arithmeticae e que esta
relacionado com o conceito de raiz primitiva. Algumas propriedades
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de indice sdo fundamentais para se estudar congruéncias da forma
xk = a (mod m), em que k é um inteiro positivo.

No Capitulo 9 é apresentado um dos mais importantes problemas
da Teoria dos Ntmeros, a saber, a solugdo de congruéncias quadraticas
da forma x> = a (mod p), em que p > 2 é primo e a4 um inteiro tal
que mdc(a,p) = 1. Para tanto, faz-se necessario o uso de conceitos
e resultados cldssicos da &rea, entre os quais se destaca de modo
especial a Lei da Reciprocidade Quadratica, que é uma das grandes
contribui¢cdes de Gauss a Teoria dos Ntumeros.

Algumas equacdes diofantinas sdo estudadas no Capitulo 10. E
um assunto extremamente vasto, de modo que o capitulo traduz
uma simples apresentagdo do mesmo. Caracterizamos as solucdes da
famosa equagio de Pitdgoras x> + y?> = z? e, a partir dela, estudamos
outras equagdes. Apresentamos também o método cldssico de descida
infinita de Fermat. Finalizamos o capitulo caracterizando as solugdes
inteiras positivas da equagdo x> — dy?> = 1, em que d > 1 ndo é um
quadrado perfeito, que é conhecida como uma equagao de Pell. Para
este fim, consideramos um ambiente de estudo mais abrangente do
que o conjunto dos ntimeros inteiros — o conjunto X; = {x +y/d :
x,y € Z} dotado de suas operagdes usuais. Isso foi feito devido a
fatoragdo x2 — dy? = (x + yv/d) (x — y/d).

Trés problemas diofantinos cldssicos sdo tratados no Capitulo 11:
a caracterizagdo dos inteiros que sdo somas de dois, trés e quatro
quadrados. Tais problemas sempre despertaram interesse entre
0s matematicos, e alguns inerentes ainda sdo fonte de pesquisas
cientificas. Os teoremas relativos a soma de dois quadrados e a de
quatro quadrados foram provados de uma forma completa. Quanto a
soma dos trés quadrados, sua caracterizagdo, dada pelo Teorema dos
Trés Quadrados de Gauss, tem uma prova muito longa e sofisticada.
Por isso, foi apresentada apenas a prova da condigdo necessaria.

No Capitulo 12 sdo estudadas as fragdes continuas finitas e as
infinitas. Assim como o tema do Capitulo 10, é um tema amplo
e, por isso, apresentamos apenas os topicos bdsicos e importantes.
Destacamos de forma especial um método cldssico de obtengdo de
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aproximagdes de irracionais por racionais. As referéncias [15], [20]
e [32] sdo excelentes para o leitor se aprofundar nos tépicos estudados
no capitulo.

Finalmente, encerramos o livro com um apéndice que destaca o
conceito de relagido de equivaléncia e outros inerentes. Isso foi feito
objetivando o estudo sobre o conjunto das classes de congruéncia
moédulo m. Mas é claro que os resultados apresentados sdo essenciais
para a construgdo formal do conjunto Z a partir de IN, bem como a do
conjunto Q a partir de Z, algo que ndo foi feito neste livro. Para este
fim, indicamos a referéncia [9].

Os exercicios propostos

Existem 542 exercicios propostos no livro, os quais foram dispostos
numa ordem crescente com respeito ao nivel de dificuldade. A
maioria deles tem a finalidade de fixar a aprendizagem, enquanto uma
pequena parte surge como uma forma de acrescentar algo a teoria
apresentada no texto. Em geral, os exercicios sdo apresentados em trés
niveis: facil, médio e dificil. Alguns exercicios contém mais de quatro
itens, o que pode tornar algo repetitivo. Mas, resolver todos ou nao é
uma decisdo que s6 cabe ao estudante. Se ele ja se sente seguro sobre
os conceitos exigidos em um dado exercicio, entdo ndo ha motivos
para que se resolva do item a) ao item d), por exemplo. Ja ciente disso,
ele serd automaticamente convidado a encarar seu préximo desafio,
um problema de outro nivel ou que envolva outros conceitos.

Os exercicios marcados com asterisco (*) sdo os que exigirdo
um pouco mais de empenho do aluno, forcando-o a obter mais
profundidade no trato dos conceitos relacionados. Sabemos o quanto
esses sao desafiadores para os estudantes e que podem levé-los a certo
panico. No entanto, ndo foram colocados para este fim, mas foram
selecionados para quem deseja gastar um pouco mais de energia.

Muitas vezes nos dedicamos exaustivamente na solu¢do de um
problema considerado dificil. Mesmo assim podemos nédo resolvé-lo.
E claro que isso pode trazer algum desanimo, mas quando se dedica

XIII



UM CURSO BASICO EM TEORIA DOS NUMEROS

um tempo extra na solucdo de um exercicio dessa natureza, mesmo
que ndo haja “sucesso”, é inegavel que algo da teoria é assimilada, e
isso serd util em ocasido oportuna. Desse modo, o leitor ndo deve se
sentir desencorajado a encarar os exercicios marcados com as famosas
estrelinhas.

No final do livro estdo as respostas de alguns exercicios, os que
ndo tém carater demonstrativo. E aconselhavel que uma consulta a
essa parte seja considerada como ultimo recurso e que seja feita apds
algumas tentativas de solugdo. Nao é conveniente que o estudante
ao menor sinal de dificuldade recorra automaticamente as repostas
dadas. Isso pode trazer prejuizo ao seu aprendizado, podendo leva-lo
a ser um simples espectador.

Uma palavra aos estudantes

A partir da nossa experiéncia como estudante e principalmente agora
como professor, queremos chamar a atengdo de todo aquele que
porventura venha a estudar por este livro. As se¢des dos exercicios
propostos de um livro-texto despertam muito interesse nos alunos,
sendo um atrativo a parte. Por isso, é perfeitamente compreensivel
que os mais afoitos busquem o mais rapido possivel se debrugar nos
exercicios. Por mais delineados que sejam ministrados os contetidos, é
quase que impossivel para o professor apresentar todos os detalhes
de um dado tépico em sala de aula. Apéds cada aula sobre um
determinado contetido, é razoavel que o estudante estabeleca o hébito
de se fazer um estudo do que foi visto, analisando com bastante
atencdo os exemplos trabalhados, uma vez que, em geral, eles sdo uma
fonte de informagdes que pode auxiliar nas resolugdes dos problemas
e ajudar a fixar se ndo todas, mas as principais ideias. Em seguida,
ele deve procurar resolver os exercicios propostos, comegando com
os mais fdceis, e quem sabe, indo até aos mais dificeis. Na medida
do possivel, é apropriado estabelecer um procedimento de estudo,
tornando-o o mais agradédvel e interessante possivel. Isso pode ser
util e decisivo em seu aprendizado.

XIV



PREFACIO DA PRIMEIRA EDICAO

Leia cada segdo do texto pausadamente, reescrevendo sempre que
necessario cada definicdo e resultado. As vezes, vocé terd que ler
uma parte do texto mais de uma vez, revendo os exemplos, teoremas,
demonstragdes, etc. Se houver necessidade para isso, faga com
dedicacao.

Agradecimentos

Algumas pessoas contribuiram para a apresentacdo final do livro
e desejamos por isso agradecé-las. Expressamos nossos sinceros
agradecimentos aos colegas professores Vilmar Vaz, José Ginaldo e
Luciana Roze, que se dispuseram em ler partes do texto. Suas
sugestdes e criticas contribuiram de forma significativa, melhorando-o
em alguns aspectos, além de nos permitir corrigir erros minuciosos.
Agradecemos ainda a Wanderson Guimaraes e a Kézia Patricia pelas
contribui¢des nas ilustragdes, e ao Professor Euler Franco pelas
sugestdes em algumas citagdes.

Finalmente, nossa gratiddo aos alunos do curso de Licenciatura
Plena em Matematica da Universidade Estadual da Paraiba — UEPB,
bem como a todos os autores dos livros que foram base para a
elaboracgao deste texto.

Criticas e sugestoes

Desde ja agradecemos ao leitor que se dispuser em nos comunicar
sobre os erros contidos no texto que porventura venham a ser
detectados, os enviando para os e-mails: vandenberglv@uepb.edu.br
ou vandenberglv@yahoo.com.br. O leitor poderd também enviar seus
comentarios, criticas, corre¢des e sugestdes. Todos serdo bem-vindos
e analisados com bastante atengdo, podendo ser incorporados na
proxima edigao.

VANDENBERG LOPES VIEIRA
Campina Grande, agosto de 2015
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Prefacio da Segunda Edicao

O que essencialmente diferencia esta edi¢do da primeira sdo sutis
mudangas em algumas partes do texto, inclusdo de outras e corre¢des
de erros de digitagdo. Agradecemos aos leitores que colaboraram neste
sentido. Também é notéria a alteragdo no tamanho da fonte, visando
melhor adequagdo ao nimero de péginas.

Aproveitamos, também, para apresentar alguns exercicios acresci-
dos de mais de 50 exemplos, objetivando dar mais suporte ao leitor na
resolucdo dos exercicios propostos.

Nossa gratiddo a todos os professores e alunos que adotaram o
livro como livro-texto. A boa aceitagdo do mesmo é para nés motivo
de alegria, quando desejamos que ele siga desempenhando o papel
que lhe fora outorgado. Por fim, agradecemos a LF Editorial pela
contribuigdo e confianga.

VANDENBERG LOPES VIEIRA
Campina Grande, agosto de 2020
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Prefacio da Terceira Edi¢ao

Esta edigdo traz algumas modifica¢des com relagdo a anterior. Foram
feitas corre¢des de partes do texto outrora imprecisas e acréscimo
de novos exemplos e exercicios, bem como de duas se¢des sobre
quadrados maégicos e o ultimo teorema de Fermat. Também
aumentamos o ntimero de exercicios resolvidos, alguns dos quais a
pedido de estudantes e professores.

Cabe ainda uma palavra adicional sobre a citagdo de cada resultado
ao longo do livro. A fim de que o leitor possa localizar com mais
agilidade os resultados citados por referéncia cruzada, decidimos
incluir a pagina na qual o resultado estd localizado, a menos que ele se
encontre no mesmo capitulo referenciado. Por exemplo, ao mencionar,
no Capitulo 6, o Teorema 4.1.1, escrevemos: pelo Teorema 4.1.1
(pag. 195). Por outro lado, ao citar este mesmo teorema no Capitulo 4,
escrevemos simplesmente: pelo Teorema 4.1.1.

VANDENBERG LOPES VIEIRA
Campina Grande, setembro de 2025
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