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Prefacio

A razio ndo é nada sem imaginac3o.
1596 — René Descartes — 1650

A geometria plana, em sua esséncia, nasce de trés elementos simples:
o ponto, a reta e o plano. Entre todas as figuras que podemos construir
a partir deles, o tridngulo ocupa posicao singular. Trés pontos nao coli-
neares determinam um plano e, unidos por segmentos de reta, formam a
estrutura mais simples e, ao mesmo tempo, a mais rica em propriedades.
A partir do triangulo, a imaginacao geométrica desdobra-se em poligo-
nos, e, no limite de seus lados, alcanca a perfeicao da circunferéncia.

Este texto parte dessa figura elementar para explorar um amplo con-
junto de relagoes, teoremas e construgoes, tanto classicas quanto menos
convencionais, valorizando o rigor matematico e a elegdncia das solugoes.
O texto admite como conhecidos os fundamentos da geometria euclidi-
ana, concentrando-se no estudo sistematico de propriedades e aplicagoes,
frequentemente ilustradas com varios métodos de resolucao, entre eles a
geometria sintética.

Organizado em quatro capitulos, Tridngulos, Quadrilateros, poligonos
e circunferéncia, Complementos e Tépicos especiais, o livro encerra-se com
um apéndice de revisao. No primeiro capitulo, logo apds as prelimina-
res que vamos precisar no texto, apresentamos o conceito de tridngulo
junto a nomenclatura a ser utilizada, uma possivel classificacao, para de
imediato, passar & discussao de exercicios resolvidos. Devido ao grande
nimero de propriedades, vamos apresenté-las, bem como com eventuais
lemas e teoremas, na medida do possivel, junto a sua prova diretamente,
ou por meio de exercicios resolvidos ou propostos, deixados a cargo do
leitor.

No segundo capitulo, apos as preliminares introduzimos o conceito de
poligonos, destacando os quadrilateros notéveis, bem como os conceitos
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de circunferéncia e circulo. A partir deste ponto uma série de teoremas
serao apresentados, dentre eles, Menelau, Ceva, Stweart, Poncelet, Bur-
let, das cordas, Ptolomeu, Hiparco e Chadu. Uma lista de exercicios
propostos conclui o capitulo.

No terceiro capitulo, introduzimos os conceitos de tridngulos pedal e
ortico, circunferéncia ex-céntrica, transformacoes, limitadas as transla-
¢oes, rotacoes e dilatagao, simediana e suas propriedades, bem como com
o que denotamos de tracos auxiliares, discutindo apenas os casos clas-
sicos, dentre eles, tridngulos isosceles, angulos inscrito e semi-inscrito e
quadrilatero. O capitulo é concluido com uma lista de exercicios deixada
a cargo do leitor.

No quarto capitulo, abordamos: a demonstracao do teorema de Pi-
tagoras por meio da trigonometria; o calculo da razao de arecas de dois
tridngulos, um tendo seus vértices nos lados do outro, com destaque para
os pontos notaveis do tridngulo e o tridngulo pedal; discussao do teorema
de Feuerbach, relacionando-o com a circunferéncia dos nove pontos; o te-
orema do circulo de Descartes e finalizamos com simples construc¢ées com
régua e compasso.

O texto é concluido com um apéndice, denominado Uma breve revi-
sdo, onde sao apresentados os entes geométricos fundamentais, os axi-
omas/postulados e os cinco postulados de Euclides, bem como recupe-
rados os conceitos de poligonos regulares e seus casos particulares, e
circunferéncia e circulo.

Por fim, ressaltamos que ao longo dos capitulos, o leitor encontraré
demonstracoes detalhadas, problemas propostos e caminhos para novas
investigacoes, refletindo a convic¢ao de que compreender a geometria é,
antes de tudo, aprender a ver com clareza.

Muitas pessoas merecem sinceros agradecimentos por suas contri-
buigoes a este trabalho. Diversos colegas, educadores e estudantes ofe-
receram comentarios ou sugestoes sobre exercicios especificos e temas
aqui abordados. Em nome de todos que apoiaram este empreendimento,
ECO expressa especial gratidao aos seus antigos professores e amigos,
cuja orientacao, encorajamento e colaboracao foram essenciais para a re-
alizagdo deste projeto. Sem sua influéncia, chegar a este ponto nao teria
sido possivel: Giuseppe Arcidiacono (in memoriam), Erasmo Recami (in
memoriam), José Bellandi Filho (in memoriam), José Antonio Tenreiro
Machado (in memoriam) e Waldyr Alves Rodrigues Janior (in memo-
riam). Ele deseja igualmente manifestar sua profunda gratidao a vérios
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colegas que o tém apoiado consistentemente ao longo de sua trajetoria
académica: os Professores Bruto Max Pimentel Escobar, Carlos Brau-
mann, Hamilton Germano Pavao, Jayme Morandi Vaz, Jorge Rezende
(obrigado!), Francesco Mainardi (grazie!), Marcio José Menon e Stefano
De Leo. Um agradecimento especial é devido & Dra. Wilma Fagundes
Figa-Talamanca e ao Sr. Yuri Trafane, ambos apoiadores inestimaveis
deste trabalho.

Ele é particularmente grato aos seus ex-alunos — numerosos demais
para serem mencionados individualmente — que sempre foram, e conti-
nuam sendo, a for¢a motriz por tras de sua vocagao como docente. Entre
eles, gostaria de destacar dois, que, apesar de terem sido seus alunos ape-
nas em um curso de verao ha muitos anos, permanecem queridos amigos
e estimados colaboradores: Dr. Quintino Augusto Gomes de Souza e Dr.
José Emilio Maiorino. Seu envolvimento continuo e suas contribuigoes
tém sido de valor imensuravel, tanto pessoal quanto profissionalmente.

Agradecimentos especiais sao estendidos aos educadores e mateméa-
ticos que contribuiram para este trabalho propondo e/ou resolvendo nu-
merosos exercicios, desempenhando, assim, um papel significativo no
aprimoramento da qualidade e da profundidade do texto: Claudio Ar-
concher, Claudio Jorge, Claudio Vidal, Daniel Figueira Faria, Eloy Ma-
chado, Fernando Trotta, Gae Sung Lee, Luis Antonio Mesquiari, Luis
Antonio Ponce Alonso, Muriel S. Pinto, Rodrigo do Carmo Silva e Vi-
cenzo Bongiovanni.

CN expressa sua sincera gratidao ao Prof. Luiz Marcio Imenes, cuja
abordagem pedagdgica excepcional e notével expertise o introduziram ao
fascinante mundo da geometria — uma area que se tornaria sua paixao,
sua profissao e, em tultima instancia, sua vocagao ao longo da vida.

Somos profundamente gratos ao Professor Fernando Trotta por sua
orientagao e ensinamentos desde os estagios iniciais desta trajetoria.

Por fim, em nome do Editor José Roberto Marinho, agradecemos
a todos da Editora Livraria da Fisica, pelo competente trabalho que
culminou com a edicao do texto.

Os Autores.

A figura da capa é de autoria do Prof. Jorge Rezende (autorizou o seu uso)
e encontra-se em Azulejos: Uma aventura matematica, Figura 13b28.
DOI:10.13140/RG.2.2.32214.56643.
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Triangulo

A esséncia da matematica esta na sua liberdade.
1845 — Georg F. L. P. Cantor — 1918

Como ja mencionado, os fundamentos da geometria euclidiana sao
considerados pré-requisitos essenciais, sobre os quais construiremos os
conceitos e resultados que serao desenvolvidos ao longo deste capitulo.
Nosso percurso conduzird, a partir do tridngulo, gradualmente ao es-
tudo dos poligonos e da circunferéncia. Ressaltamos que, no Apéndice A,
encontra-se um breve resumo dos conceitos usualmente apresentados no
Ensino Fundamental II, de modo a facilitar a recuperacao de contetidos
prévios.

Iniciaremos com o estudo detalhado dos tridngulos, que constituem
o foco central deste capitulo e, de certa forma, o alicerce para a com-
preensao de figuras mais complexas. A partir deles, avancaremos para
os poligonos, com énfase especial nos quadrilateros, e, posteriormente,
trataremos da circunferéncia e do circulo.

Durante essa trajetoria, o calculo de perimetros, no caso dos poligo-
nos, e de comprimento, (ainda que se use, também, o termo perimetro
da circunferéncia) no caso da circunferéncia, sera explorado em conjunto
com o estudo das areas de figuras planas, que nao requerem o uso de
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integral. Tais topicos nao apenas possuem relevancia pratica, mas tam-
bém revelam a diversidade de métodos com que podem ser abordados,
evidenciando a riqueza e a flexibilidade da geometria na resolucao de
problemas.

Assim, ao mesmo tempo em que revisitamos conceitos classicos, bus-
caremos responder a perguntas instigantes: por que certas propriedades
se repetem em figuras distintas? Que relagoes surpreendentes podem
surgir ao comparar areas e comprimentos? Ao final, o leitor percebera
que, mais do que um conjunto de regras, a geometria é um campo vivo
de descobertas e conexoes.

1.1 Preliminares

Comegamos mencionando e definindo conceitos que sao considerados
rudimentares, mas que reputamos como necessarios para que tenhamos
todo o material de modo a avancar com o estudo do tridngulo, suas
propriedades, consequéncias e eventuais aplicagoes.

Definigao 1.1. TRIANGULO/TRILATERO. Sejam trés pontos A, B e C
nao colineares. Chama-se tridngulo, & figura obtida pela uniao dos trés
segmentos, AB U BC U C'A. Figura geométrica que apresenta trés lados
e trés angulos.

E conveniente introduzirmos a usual notacio para o estudo do trian-
gulo. Vamos denotar AABC' de modo a associar ao tridngulo de vértices,
A, B e (| letras maitsculas, em geral, para todos os pontos; e de lados
AB = ¢, BC = a ¢ CA = b, letras mintsculas. E costume utilizar a
mesma letra do vértice oposto, digamos A, para chamar o lado de a.

Uma ilustracao é como na Figura 1.11.4

B a C
Figura 1.1: Tridngulo. Lados, a, b e ¢ e vértices, A, B e C.

Antes de abordarmos as classificagdes, vamos definir o que se en-
tende por angulo interno de um triangulo, conceito este que sera reto-
mado quando apresentarmos o conceito de bissetriz interna, bem como
o respectivo teorema & ela associado.
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Defini¢do 1.2. ANGULO INTERNO. O menor angulo formado entre dois
lados adjacentes de um triangulo chama-se angulo interno.

No triangulo temos trés angulos internos, cada um deles relativo ao
respectivo vértice, ponto de encontro de dois lados.

Passemos as classificagoes, associadas aos lados, dai o nome trilatero,
e aos angulos, ligado ao nome tridangulo. Primeiro, em relagao aos angu-
los, pode ser acutingulo, os trés angulos internos sdo agudos; retangulo,
um dos angulos internos é reto, ou obtusdngulo, um dos angulos internos
é obtuso. Agora, em relacao aos lados, podemos ter equilatero, trés lados
iguais, apresentam a mesma medida, isésceles, dois lados iguais, apresen-
tam a mesma medida, ou escaleno, os trés lados com medidas diferentes.
Algumas possibilidades de conjugar as classificagOes, sao possiveis.

Exemplo 1.1. TRIANGULO RETANGULO ESCALENO. Um dos angulos
é reto e os trés lados apresentam medidas diferentes.

Antes de continuarmos com os tridngulos, vamos introduzir mais al-
guns conceitos envolvendo angulos para, ao final, apresentarmos o teo-
rema de Tales, associado a um feixe de retas paralelas intersectado por
duas retas transversais.

Comegamos por introduzir a nomenclatura relativa aos angulos que
se formam quando uma reta é transversal ou secante (corta) a duas retas
coplanares. Particular destaque merece o caso em que as duas retas
coplanares sao paralelas.

Primeiro, para o caso geral, consideremos a Figura 1.2, onde as retas
sao coplanares, mas nao sao paralelas. Usamos a notacao retas coplana-
res r e s e por t a reta secante a essas duas retas.

Figura 1.2: Duas retas coplanares cortadas por uma transversal.

Conforme ilustrado na Figura 1.2, sdo oito angulos formados, deno-
tados por «, B, v, 9, 0, w, 0 e ¢. Vamos introduzir a nomenclatura:
angulos alternos que podem ser tanto internos quanto externos; angulos
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correspondentes; adngulos colaterais, que também podem ser internos e
externos, e angulos opostos pelo vértice.

Alternos internos — 7, 9,0, w,
externos — «, 3,0, ¢,
Correspondentes ael; Pew;, vyeo; §e o,
Colaterais internos — d e 0; w e 7;

externos — 8 e o; «ae ¢;
Opostos pelo vértice a=v, =6, 0=0;, w=0.

No caso em que as duas retas, cortadas pela transversal, sao retas
paralelas, temos a igualdade de varios dos dngulos. Assim, sejam, entao,
as retas r e s paralelas. Além da nomenclatura anterior, vale o postulado
relativo aos dngulos corespondentes.

Postulado 1.1. ANGULOS CORRESPONDENTES. Numa reta secante, ¢, a
duas retas paralelas, r e s, conforme Figura 1.3, &ngulos correspondentes
sdo iguais: a=0; f=w; vy=o0; §=¢.

t

B o r
v/d

w/o
o/p S

Figura 1.3: Duas retas paralelas cortadas por uma transversal.

Teorema 1.1. ANGULOS ALTERNOS. Os angulos alternos internos ou
externos, formados por uma reta secante, t, a duas retas paralelas, r e
s, tém a mesma medida. A partir da Figura 1.3 temos: v =0, § = w,

a=ocef=ao.

Definigao 1.3. Chamam-se angulos opostos pelo vértice, o.p.v., pares
de dngulos, com apenas o vértice em comum, formados pela concorréncia
de duas retas.

Teorema 1.2. ANGULOS OPOSTOS PELO VERTICE. Angulos opostos
pelo vértice sao congruentes, isto é, tém a mesma medida.
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Antes de apresentarmos o teorema dos angulos colaterais, introduzi-
mos as defini¢oes relativas aos denominados dngulos complementares e
suplementares.

Defini¢ao 1.4. ANGULOS COMPLEMENTARES. Sejam o e 8 dois angu-
los. Se o+ 8 = 90°, os angulos se dizem complementares.

Defini¢do 1.5. ANGULOS SUPLEMENTARES. Sejam « e (8 dois angulos.
Se a+ 8 = 180°, os dngulos se dizem suplementares.

Teorema 1.3. ANGULOS COLATERAIS. Os angulos colaterais, tanto
internos quanto externos, formados por uma reta secante, t, a duas retas
paralelas, r e s, sdo suplementares. A partir da Figura 1.3 valem as
seguintes relagoes: d+6 = 180°, w+~ = 180°, f+0 = 180° e a+¢ = 180°.

Por fim, antes de discutirmos um exercicio resolvido, vamos apre-
sentar a demonstracao de dois teoremas associados aos angulos alternos
internos e aos angulos correspondentes.

Teorema 1.4. ALTERNOS INTERNOS. Se duas retas paralelas sdo cor-
tadas por uma transversal, os angulos alternos internos sao iguais. Veja
a ilustragao na Figura 1.4.

Y ~
Figura 1.4: Angulos alternos internos.

Sejam j@ e @ duas retas paralelas cortadas pela transversal W
determinando os pontos P e (), respectivamente. Demonstrar que vale
a igualdade de angulos APQ = DQP.

Prova 1.1. Pelo ponto O, ponto médio do segmento PQ), traca-se a reta
suporte do segmento M N, perpendicular a C'D,

MN 1 CD,
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pois, se duas ou mais retas sao paralelas, toda perpendicular a uma delas
é perpendicular as outras.

Agora, os triangulos PMO e QNO sao retangulos, pois, por cons-
trugao, os angulos OMP ¢ O]\A/Q sao retos. Também, temos

POM = QON, (o.p.v.)
devido ao resultado do Teorema A.2. Por hipotese, temos
OP = 0Q.

Por construcdo, O é o ponto médio de PQ, portanto os dois tridngulos
PMO = QNO sao iguais, pois dois tridngulos retangulos sao iguais se
tém iguais, respectivamente, a hipotenusa e um dos dngulos adjacentes
a ela, portanto, os dngulos sao iguais

APQ = DQP,
0 que conclui a prova do teorema. O

Teorema 1.5. ANGULOS CORRESPONDENTES. Se duas retas paralelas
sao cortadas por uma transversal, os dngulos correspondentes sao iguais,
conforme ilustrado na Figura 1.5.

X

A P/ B

Q
c / D
Y ~
Figura 1.5: Angulos correspondentes.

Sejam jﬁ e Cﬁ duas retas paralelas cortadas pela transversal, tam-

bém chamada secante, nos pontos P e ), respectivamente. Demons-
trar que vale a igualdade de dngulos BPX = DQX.

Prova 1.2. Pelo resultado do Teorema A.2 temos BPX = AﬁQ,
bem como A]gQ = D@X , pois, alternos internos sao iguais. Portanto
BPX = D@X , pois, duas quantidades iguais a uma terceira também o
sao entre si, o que conclui a prova. ]



