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Prefácio 
 
  A Geometria faz parte da minha vida há muitos anos. Quando pequeno, lembro de meu avô 
materno me instigando com figuras geométricas e questões de raciocínio e de algumas apostas que fazíamos 
em troca de pacotes de figurinha. Me lembro de que, em umas férias na cidade de Bebedouro, passei 
algumas tardes comparando figuras geométricas em busca de alguma diferença. Esse jogo dos sete erros, 
que me tomou algumas poucas horas de férias, no final da década de 70, nada mais eram senão parte da 
revisão para alguns de seus últimos livros, volumes de Matemática Elementar para o ensino fundamental. 
Ele sempre tinha o cuidado de que eu estivesse em contato com a Matemática, através de charadas, 
brincadeiras e livros e quando já não estava mais presente fisicamente, meu pai assumiu, naturalmente, esse 
papel. Mais tarde, no fim da adolescência, já de posse de alguns livros de sua vasta biblioteca, me recordo 
de minha família ir à praia, eu dormia durante o dia, pois havia passado as noites decifrando as 
demonstrações de novas propriedades geométricas, que eu descobria lendo os Exercices de Géométrie par 
F. G. -M. . Algum tempo depois, na faculdade, descobri que Newton, apesar de ter criado e desenvolvido 
o Cálculo, para que pudesse abordar e resolver algumas das questões mais fundamentais da Física, achou 
que seria mais convincente, eu digo, mais elegante, justificar suas descobertas com o uso da geometria. 
Voilà! Aí estava todo o respaldo de que eu precisava! Me lembro de importunar professores e colegas com 
soluções de problemas de Física, através do uso da geometria plana. Como disse, de alguma maneira a 
geometria sempre esteve presente em boa parte da minha vida. Ela era a minha de linguagem de 
interpretação da realidade. Me recordo agora de quando descobri a razão harmônica. Percebi que, mesmo 
onde, aparentemente, não se mantinham relações entre as figuras, ali estava ela, a razão de duas razões que 
permitia que o cérebro percebesse a diferença e a semelhança entre as várias representações de uma mesma 
realidade. A forma particular que desenvolvi desde cedo para absorver esse conhecimento, era através do 
estudo das demonstrações. As estudava em detalhes e depois de um tempo, elas me pertenciam. Era como 
se tivesse sido minha sua ideia e o raciocínio. Sempre disse aos meus alunos: estudem pelas demonstrações, 
até que sejam suas. Elas são a resolução do problema original que irá gerar todos os outros. E assim 
mantenho o dito para os leitores desse livro. Estude-as, em detalhes. É quase como uma engenharia reversa. 
Entendam, se perguntem e questionem-se se existem outros caminhos possíveis para cada uma delas. Se os 
encontrarem, sigam por eles e façam novas descobertas! 
  Esse livro são muitos, uma coleção de ideias e descobertas. A primeira parte, foi escrita no 
início da década de 90, quando eu procurava uma forma mais formal de introduzir a geometria plana. Em 
seguida coloquei o que foi uma pequena coleção de teoremas, não tão conhecidos e estudados hoje em dia, 
que fui colecionando com o tempo. Acrescentei muitos outros, não resisti. Uma coisa vai puxando a outra. 
Comecei com o bom e velho Pons Asinorum, seguidos pelos Teoremas de Menelau e Ceva, incluindo o 
Ceva trigonométrico, tão útil na caçada por ângulos ocultos, justificado pelo truque das cotangentes. Vou 
apresentando e demonstrando sua veracidade, até o Teorema de Morley, uma das joias da geometria recente. 
Sigo com um breve estudo sobre os quadriláteros, apresentando definições e propriedades muito úteis na 
arte de resolver problemas. Já a próxima parte, reservei à introdução da divisão harmônica e suas 
propriedades, seguindo por relações entre pontos e propriedades notáveis necessárias para desenvolver 
parte da chamada geometria do triângulo, que renasceu nos últimos dois séculos. Abordo boa parte dessas 
descobertas, terminando com alguns problemas que achei pertinente incluir, como o “Problema das 
Garrafas Invertidas”, que tem uma ótima conversa com o último teorema de Fermat. Depois, como não 
poderia faltar, a razão dupla, minha pequena joia e as ideias iniciais da geometria projetiva. Finalmente, o 
APÊNDICE, onde incluí teorias que achei que não seria necessário abordar e estava claramente errado. 
Assumo assim, desde já, os possíveis erros que possa ter cometido, mesmo tentando verdadeiramente 
acertar. Para que vocês tenham uma ideia, cada uma das figuras, apesar de serem apenas isso, figuras, 
procurei construir geometricamente de modo a representarem de modo fiel as propriedades e teoremas que 
ilustram. É, sem dúvida, uma coleção e tanto para os amantes da geometria, estudantes, pesquisadores e 
aqueles que se dedicam a olimpíadas de matemática e alguns concorridos vestibulares militares. Desejo a 
vocês todos uma excelente viagem de estudos e descobertas!  
 

Gilson Henrique Junior (aka Ike Orrico) São Paulo, agosto de 2025 
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Elementos de Geometria Plana 
Prof. Gilson Henrique Junior (Ike Orrico) 

 
Introdução 
 
Conceitos Primitivos 
São conceitos que não podem ser definidos, são idéias intuitivas, primitivas e por essa razão recebem este nome. 
Os conceitos primitivos relevantes ao nosso trabalho são o ponto, a reta e o plano. Trataremos a seguir de 
regulamentar a sua representação, tanto algébrica quanto geométrica. Vale ressaltar, que como o próprio nome já 
diz, estas apenas representam esses entes, o que significa que nunca poderemos realmente desenhar uma reta ou 
marcar um ponto, pois pela sua própria natureza, estes existem apenas no domínio do abstrato.  
 

O Ponto – não possui dimensão, é representado algébricamente por uma letra maiúscula do alfabeto latino. 
Sua representação geométrica é feita ou por uma pequena “bolinha” ou pela intersecção de duas linhas 
acompanhadas pela letra maiúscula a ele designada. 

 
 
 
 
A reta – possui apenas uma dimensão, o comprimento. É representada algébricamente por uma letra 

minúscula do alfabeto latino. Sua representação geométrica é feita por um traço, sobre o qual escrevemos a letra a 
ela designada em uma de suas extremidades.  
 
 
 
 
 
 
 O Plano – possui duas dimensões, o comprimento e a largura. É representado algébricamente por uma letra 
do alfabeto grego. Sua representação geométrica é feita pela figura abaixo, escrevendo-se próximo a uma de suas 
extremidades a letra a ele designada. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Postulados, Axiomas e Teoremas 
 

Na Geometria dedutiva, assim como em qualquer ciência, se faz necessário admitir um conjunto de 
verdades intuitivas que forma o ponto de partida para a dedução e o desenvolvimento de novas idéias. Esse conjunto 
de sentenças, por ser primordial, dever ser admitido como verdadeiro sem justificativa, ele deve ter o menor número 
possível de proposições, para que a partir daí possa se deduzir todo o resto. Cada uma dessas proposições existe 
independente da outra, isto é, não pode ser deduzida por meio de outra sentença ou por um conjunto delas. Cada 
uma dessas afirmações recebe o nome de postulado ou axioma.  

Já o teorema é uma proposição diferente dos axiomas e postulados, é uma verdade que necessita ser 
provada. Um teorema é composto pelo sujeito, a hipótese ou suposição que se faz sobre o sujeito e a tese ou 
conclusão, que se deduz da hipótese mediante a demonstração. Chamamos ainda de recíproco ou inverso de um 
determinado teorema ao teorema formado trocando-se simultaneamente a hipótese pela tese do primeiro. Além dos 
teoremas, recebe o nome de corolário uma verdade que se apresenta como imediata consequência de um teorema 
e chamamos ainda lema a uma proposição que se estabelece preliminarmente para a demonstração de um 
determinado teorema.  
 

r 



a 

   b 
   P 

P
P a e P b
a e a

 
 
   

 

  r  A B 

r  ou  A B


 

P  A 
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As formas mais comuns de demonstração utilizados na Geometria são: 
demonstração direta, consiste de um raciocínio no qual se combinam proposições já estabelecidas, 

deduzindo seus corolários e partindo diretamente das verdades conhecidas para as que desejamos provar; este 
método também é conhecido como método sintético ou método dedutivo. 

demonstração indireta, consiste em supormos o teorema proposto como falso e combinando isso com 
proposições já estabelecidas como verdadeiras chegamos a uma contradição com a hipótese,  

demonstração por redução ao absurdo1 (do latim, reductio ad absurdum), consiste em provarmos a 
falsidade de um argumento ao derivarmos dele um absurdo flagrante. 

demonstração por superposição consiste em fazer ver que duas figuras sendo convenientemente 
aplicadas uma sobre a outra, se ajustam perfeitamente em todas as suas partes. 

 
Encontramos nos Elementos (por volta de 300a.C.) de Euclides a organização do primeiro conjunto de 

postulados da Geometria, no entanto esses postulados originais não bastam como fundamento lógico da Geometria 
dedutiva, assim adotaremos, com algumas modificações, o modelo de Birkhoff2 . O primeiro grupo de postulados 
que apresentaremos introduzem a noção de distância e de medida, fundamental para prosseguirmos em nosso 
desenvolvimento da geometria dedutiva. 

 
 
 

1. Postulado da Distância – A todo par de pontos corresponde um único número não-negativo. 
 
 

Sejam A e B dois pontos quaisquer e de acordo com o postulado anterior seja r o número associado a 
eles, a esse número denominamos distância entre A e B e o denotamos AB, onde, AB = r. Dizemos que a 
distância é nula se e somente se os pontos forem coincidentes. 

 
 
2. Postulado da Régua – Os pontos de uma podem ser colocados em correspondência 1:1 com os números 

reais de modo que: 
a. a cada ponto da reta corresponde exatamente um número real; 
b. a cada número real corresponde exatamente um ponto da reta; e 
c. a distância entre dois pontos é o valor absoluto da diferença dos números correspondentes. 
 
 

3. Postulado da Colocação da Régua – Dados dois pontos A e B de uma reta, o sistema de coordenadas 
pode ser escolhido de tal modo que a coordenada A seja zero e a coordenada de B seja positiva. 

 
 

Os próximos três postulados são conhecidos como postulados de incidência, 
 
 
 

4. Postulado da Reta – Para cada par de pontos distintos existe uma única reta que os contém. 

 
1 Diversos textos apresentam a demonstração indireta e a redução ao absurdo como sinônimos, são “procedimentos diferentes 
porém correlato” (Polya, George. How to solve it, Princeton University Press, 1975).  
2 George David Birkhoff (1884-1944), um dos matemáticos mais produtivos e versáteis do seu tempo, durante a sua vida escreveu 
cento e noventa trabalhos de pesquisa nos mais diversos ramos da matemática, tanto pura como aplicada. Birkoff introduziu aos 
postulados de Euclides a idéia de medida, tanto de segmentos como de ângulos utilizando os números reais. Abaixo 
transcrevemos os quatro postulados originais criados por Birkoff: 
Postulate I. Postulate of Line Measure. The points A, B, ..., of any line can be put into 1:1 correspondence with the real numbers 
x so that  |xb-xa| = d(A,B) for all points A and B . 
Postulate II. Point-line Postulate. One and only one line, l, contains any two distinct points P and Q. 
Postulate III. Postulate of Angle Measure. The half-lines (or rays) l, m, n, ..., through any point O can be put into 1:1 
correpondence with the real numbers a (mod 2π) so that if A and B are points (other than O) of l and m, respectively, the difference 
am - al (mod 2π) of the numbers associated with lines l and m is m(AOB).  
Postulate IV. Postulate of Similarity. If in two triangles ABC and A'B'C' and for some constant k > 0, d(A', B') = kd(A, B), d(A', 

C') = kd(A, C), and m(B'Â'C') = m±(BÂC), then also d(B', C') = kd(B, C), m(C' B 'A') = ±m(C B A), and m(A'
C 'B') = ±m(A

C
B). Fonte: A Set of Postulates for Plane Geometry (Based on Scale and Protractors), G. D. Birkhoff, Annals of Mathematics, 33, 
1932. 
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Postulado – Em qualquer reta existem pelo menos dois pontos distintos. 

 
 
Os pontos que pertencem a uma mesma reta são denominado pontos colineares. 
 
 

5. Postulado – Existem pelo menos três pontos distintos não-colineares. 
 
 
Um conceito muito importante na geometria é o conceito de estar entre, que é definido como segue: 
 
Sejam três pontos, A, B e C, distintos e colineares, se AB + BC = AC, dizemos que B está entre A e C e notamos 

por A – B – C. Podemos também dizer que quaisquer que sejam os pontos A, B e C são verdadeiras as afirmações: 
 

I. Se C está entre A e B, então A, B e C são colineares; 
II. Se C está entre A e B, então A, B e C são distintos entre si. 

III. Se C está entre A e B, então A não está entre C e B e nem B está entre A e C. 
IV. Se A é distinto de B, então existe um ponto entre A e B. 

 
Os postulados, as definições e conclusões apresentadas até agora nos permitem definir, o segmento de reta e a 
medida de seu comprimento. 
 

O segmento de reta  
Sejam A e B dois pontos distintos, definimos segmento de reta AB, e o notamos por A B , ao conjunto dos 

pontos formados por A, B e X , de modo que A – X – B, , onde A e B são chamados de extremidades e X é um ponto 
interno ao segmento. Definimos ainda a medida ou comprimento do segmento A B   como sendo a distância entre 
os pontos A e B, notada por AB. Dois segmentos que tenham a mesma medida são chamados congruentes, 
notaremos a congruência pelo sinal  .  

 
 
 
 
 

Vale ressaltar que alguns autores denotam o segmento e sua medida de modo contrário ao que foi 
apresentado, ou seja, notam o segmento de extremidades A e B por AB e a sua medida por A B . Ambas as 
convenções são aceitas, o que se pede é o bom senso de não misturarmos ambas as formas de notar o segmento 
dentro de um mesmo contexto (exercício, teorema, etc..).  
Definimos ainda: 
 
Segmentos consecutivos – são segmentos que possuem uma extremidade comum. 
Segmentos colineares – são segmentos contidos em uma mesma reta. 
Segmentos adjacentes – são segmentos consecutivos e colineares que possuem apenas uma das extremidades 
em comum. 
 

A semirreta  
Definimos a semirreta de origem no ponto A e que passa por B ao conjunto de pontos formado pela reunião 

do segmento A B  com os pontos X de modo que B esteja entre A e X, ou seja A – B – X , notamos a semirreta assim 
definida por A B


. 

 
 
 
 
 
  

 A B A B


 
 AB AB X / A B X  


  

 A B    A B  
   AB A,B X / A X B    
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Teorema da Localização de Pontos – Seja A B


uma semirreta e x um número real positivo, então existe 
um único ponto P em A B


 tal que AP = x. 

 
 
Demonstração: 
 
Pelo Postulado de Colocação da Régua existe um sistema de coordenadas para a reta A B


 de modo que a 

coordenada A seja zero e a coordenada B seja positiva. De acordo com esse sistema de coordenadas, seja ainda 
P o ponto cuja coordenada no sistema escolhido sobre a reta A B


 seja igual a x. 

Então pelo Postulado da Régua: 
      P AB


 , AP x 0 x x      e P é único. 

 
q.e.d. 

 
 

  É usual quando terminamos de justificar ou provar um teorema, encerrarmos a sua prova com a sigla 
c.q.d., que significa “como queríamos demonstrar”, também pode ser utilizada a sigla q.e.d. com o mesmo 
significado, mas desta vez em latim: quod erat demonstrandum, ambas as formas são traduções latinas do grego 
(Oπερ εδει δειξαι, lê-se: hoper edei deixai) e eram encontradas ao final de cada demonstração feita pelos 
matemáticos da Grécia antiga, como Euclides e Arquimedes entre outros.3 
 
 

Teorema do Ponto Médio – Dado um segmento A B , existe um único ponto M , A – M – B  denominado 
ponto médio do segmento A B  tal que AM = MB. 

 
 
Demonstração: 

Seja o número real positivo r, tal que r = 
1
2

AB, pelo teorema anterior sabemos que existe e é único um ponto M 

na semirreta A B


 tal que AM = r e como  A – M – B , temos que AM + MB = AB, assim: MB = AB – AM = AB - 
1
2

AB 

= 
1
2

AB = AM. Logo o ponto M existe e satisfaz AM = MB. Vamos mostrar agora que M é único: 

Seja um ponto N, um outro ponto médio de A B  e que como tal satisfaça as condições: AN + NB = AB e AN = NB. 

Dessa forma, teríamos que 2AN = AB ou seja AN = 
1
2

AB o que pelo teorema da localização de pontos significaria 

que os pontos M e N coincidem, concluímos então que o ponto médio do segmento existe e é único. 
q.e.d. 

 
 
 

Dizemos que um determinado conjunto é convexo, quando para quaisquer dois pontos desse conjunto, o 
segmento com extremidade nesses pontos está contido no conjunto. 

 
 
 

6. Postulado da Separação do Plano – Dada uma reta, os pontos que não pertencem a ela formam dois 
conjuntos disjuntos tais que: 

a. cada um dos conjuntos é convexo; e 
b. se A pertence a um dos conjuntos e B ao outro, então o segmento AB intercepta a reta. 

 
 
 
 
 

 
3 É também usual escrevermos, q.e.f.  e significa quod erat faciendum (oque tinha de ser feito) que vem também do grego (Oπερ 
εδει ποισαι, lê-se hoper edei poiēsai). É usado não propriamente na conclusão de uma prova, mas de uma ilustração de uma 
prova. Euclides utilizava essa frase para encerrar proposições que não eram precisamente uma prova, mas uma construção 
exemplar. 


