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LICE NO PAis DA DINAMICA é um livro com caracteristicas muito dificeis de
serem encontradas, que expde ideias cientificas sofisticadas de uma forma
agradavel e acessivel a alunos do Ensino Médio. O livro contém informa-
¢Oes valiosas e extremamente interessantes sobre a histéria da Ciéncia e da

Matemadtica em particular, incluindo problemas cldssicos, cuja histéria percorre varios
milénios até os dias de hoje (e ainda estd longe de ser concluida), como o estudo dos
numeros primos, dos bilhares e do movimento dos corpos celestes. Mas nao fica nisso:
ele também discute como funcionam as demonstracdes em Matemadtica, e apresenta
alguns assuntos avangados, como fractais e o conjunto de Cantor, de maneira matema-
ticamente precisa, demonstrando alguns resultados surpreendentes (como a caracteri-
zacdo da soma do conjunto de Cantor com ele mesmo). Por essas razdes, o livro serd
uma referéncia extremamente valiosa para todos os estudantes interessados em Mate-
madtica, que desejam ter uma introducdo acessivel e de muito bom gosto a dreas mo-
dernas de pesquisa, com uma histéria rica e fascinante.

Carlos Gustavo Moreira (Gugu) | Instituto de Matematica Pura e Aplicada, Brasil
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A Matemdtica ¢, sem diivida, a ciéncia mais universal que existe. Ela estd presente
em todos os lugares, independente de idioma, politica, religido e até mesmo time
de futebol.

egundo o Google, “Matematica é a ciéncia do raciocinio légico e abstrato, que
estuda quantidades (teoria dos ntimeros), espaco e medidas (geometria), estru-
turas, variacoes e estatistica”. Essa definicdo é bem abstrata, e por enquanto
néo contribui para nosso entendimento além do que ja entendemos como matematica.
A verdade é que, desde pequenos, temos uma noc¢do intuitiva que ja pode ser
considerada matemadtica. Talvez o primeiro contato de um bebé com a Matemadtica
seja quando seus pais ensinam a contar. Memorizamos a sequéncia um, dois, trés,
quatro, cinco e vai por ai, sem mesmo sabermos qual seu significado. Essa introducao
de linguagem é, posteriormente, utilizada quando fazemos uma contagem real, por
exemplo quando enumeramos a quantidade de laranjas dispostas na dispensa: uma
laranja, duas laranjas, trés laranjas, quatro laranjas, cinco laranjas e vai por ai. Tal
contagem, naturalmente, passa a ser utilizada em outros contextos, para contar outras
frutas e outros objetos. Desse modo, a nocdo de contagem € abstraida para diversas
situacdes, e ai é quando a Matematica passar a se universalizar em nossas vidas.
A Matematica tem raizes profundas em varias culturas antigas, incluindo a egipcia,
a babilonica e a grega. No Egito, por exemplo, a necessidade de medir terras apds as
cheias anuais do rio Nilo levou ao desenvolvimento de técnicas matematicas rudimen-
tares. Nessa direcdo, o filésofo Herdédoto acreditava que a geometria (uma das areas
da matemadtica) foi criada pela necessidade de redeterminar as fronteiras de terrenos
apos as cheias do rio Nilo.
Cabe aqui contrastar dois pontos de vista sobre a origem da matematica, de Platao
e Aristoteles. Platdo via a Matematica como uma ferramenta gerada por uma natureza
divina cujo objetivo era acessar verdades eternas e universais. Aristételes, por sua vez,
via a Matemadtica como uma criacdo humana, cujo objetivo era desenvolver uma ciéncia
pratica e tedrica que desempenhasse um papel importante na compreensdo do mundo
natural.
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Por mais que diversos fildsofos, matematicos e até o Google tentem, ndo ha na
verdade uma definicdo consensual para a matematica, dada sua vasta amplitude. Com
o passar dos séculos, a Matematica foi se desenvolvendo e, hoje em dia, ocupa a nossa
vida diaria de um modo que nem imaginamos. Desde uma simples transacdo bancdria
a um calculo de taxa de servico em um restaurante (os famosos 10%), a Matematica
se torna cada vez mais necessdria.

De tdo antiga e vasta histdria, poderiamos dedicar todo esse livro apenas a origem
da matematica, mas esse nao € nosso objetivo. Neste capitulo, nossa meta é introduzir a
linguagem natural da matematica, que envolve alguns conceitos, conforme passaremos
a discutir. Levando em conta que, para a maioria dos alunos de Ensino Médio, a
Matematica é mais vista como uma disciplina com inimeras férmulas complicadas,
que devem ser memorizadas para se obter sucesso nas avaliacdes ao longo do ano,
tentaremos fazer uma introducéo sobre os conceitos basicos da matematica, fornecendo
muitos exemplos. Posteriormente, nos capitulos seguintes, discutiremos sobre uma
area da matematica, relativamente recente, chamada sistemas dindmicos.

Do ponto de vista técnico, o trabalho matematico consiste em identificar padroes,
de modo a formular conjecturas e prova-las, utilizando-se dos axiomas basicos e de
seus desdobramentos.

1.1 Padroes

Em matematica, um padrao ¢ uma regularidade ou repeticdo observada em algum
contexto, seja em um conjunto de nimeros, sequéncias numéricas, formas geométricas
ou objetos. Pela vastidao de possibilidades, padroes matematicos podem assumir varias
formas.

Os padrdes podem ser visualizados, descritos ou representados de vdrias maneiras.
Identificar e compreender padrdes é fundamental na resolucdo de problemas matema-
ticos e na formulacdo de conjecturas (as conjecturas serdo discutidas na proxima se-
¢do). Os matemadticos frequentemente exploram padrdes para inferir propriedades, de-
senvolver teorias e construir modelos. Além disso, padrées matematicos também tém
aplicacbes em diversas dreas da ciéncia, engenharia, tecnologia e até mesmo em cam-
Pos como a economia e a biologia.

Alice, apds ler a descricdo acima sobre padroes, liga para seu amigo Bob, e busca
ajuda para desvendar um padrdo de uma sequéncia de nimeros:

A: — Ol4 Bob, tudo bem? Estou tentando entender essa nocao de padrdo. Vocé poderia
me ajudar?

B: — Ol4 Alice, estou bem, obrigado. E vocé? Claro que posso ajudar, pois ja estudei
essa parte e acho que entendi.

A: - Eu também estou bem, obrigada! Se comecarmos com o numero 2, depois 4,
depois 6, depois 8, depois 10, depois 12, podemos afirmar que eles seguem um padrio?
B: — Sim, esse representa um exemplo de padrio. Observe que para passar de 2 para
4, somamos duas unidades; para passar de 4 para 6, somamos duas unidades; para
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passar de 6 para 8, somamos duas unidades; para passar de 8 para 10, somamos duas
unidades; e, finalmente, para passar de 10 para 12, somamos duas unidades. Assim,
hd um padrdo em que o préximo numero é sempre duas unidades a mais do que o
numero anterior. Entendeu? — Pergunta Bob.

A: - Ah, acho que entendi! Entdo, se eu seguir o padrdo, o préximo ntimero depois de
12 serd 14, depois 16, e assim por diante?

B: — Exatamente! O padrao se repete e, ao desvenda-lo, vocé pode deduzir quais os
proximos numeros.

A: — Nossa Bob, eu sempre escutava sobre esse conceito de “padrao”, e nao sabia que
ele era tdo simples de entender! Obrigada!

B: — Sim, Alice. Muitos conceitos matemadticos sdo considerados complicados, mas
quando explicados nds percebemos que eles ndo sdo esse bicho de sete cabecas. E,
mais ainda, eles estdo aqui para nos ajudar! No seu caso, vocé conseguir descobrir os
proximos numeros.

A: — E verdade! Até mais.

B: — Até mais, Alice.

Identificar padroes é o primeiro passo para uma descoberta matematica. No exem-
plo acima, os niimeros aparecem de dois em dois, formando a sequéncia dos nimeros
pares

2,4,6,8,10,12,14,16,18,20,...

Poderiamos, a partir de quaisquer niumeros a e r, formar uma sequéncia de nimeros de
modo similar ao acima, comecando com o nimero a e adicionando r unidades a cada
novo numero. Essa sequéncia, de tdo especial e ttil que é, recebe um nome especial.

Definicao 1.1 — Progressao aritmética. Dados ntimeros a, r, geramos a progressio
aritmética (PA) formada pelos nimeros
a,a+r,a+2r,a+3r,a+4r,a+5r,a+6r,...
O ntumero r adicionado a cada passo é chamado de razdo da PA.
Exercicio 1.1 O conjunto dos nimeros impares
1,3,5,7,9,11,...
forma uma PA? [R: Sim] =

Ao invés de somar um mesmo nuimero a cada passo, uma outra maneira de gerar um
padrao entre nimeros consiste em multiplicar um mesmo numero. Alice estéd curiosa
com esse tipo de padrio:

A: - Oi Bob, agora tenho um padrio que acredito ser diferente do anterior. Comeco
com o numero 1, depois 2, depois 4, depois 8, depois 16, depois 32. Eu percebi que a
diferenca entre os nimeros vai ficando cada vez maior, mas eu ndo consigo identificar
qual padrao eles seguem.



“alice-final” — 2025/11/28 — 0:11 — page 16 — #16

16 Capitulo 1. O que é a Matematica

B: — Verdade, Alice, as diferencas aumentam. Mas note que, para passar de 1 para 2,
multiplicamos por 2; para passar de 2 para 4, multiplicamos por 2; para passar de 4
para 8, multiplicamos por 2; para passar de 8 para 16, multiplicamos por 2; e para
passar de 16 para 32, também multiplicamos por 2. Entéo o padréo é que o préximo
numero sempre € o dobro do anterior.

A: — Certo! Entdo o préximo nuimero seria 64?

B: — Acho que vocé entendeu! E depois 128, 256 e vai por ai.

A: — Quer dizer que o padrdo pode ser uma mesma soma ou uma mesma multiplicacdo?
B: - E ndo apenas isso! Pode ser qualquer método que vocé identifique. O padrédo pode
ser a combinacdo de vérias operagbes matemadticas, bem como outros contextos.

A: - Se pode ser qualquer coisa, como eu vou saber o que é?

B: — Ai é que esta a dificuldade de encontrar padrdes! Como pode ser qualquer coisa,
identificd-lo pode ser uma tarefa bastante complicada.

E de fato pode ser. Antes de passar a exemplos mais complicados, vamos introduzir
o tltimo padrao considerado por Alice e Bob, que tera grande importéancia no decorrer
do texto.

Definicao 1.2 — Progressao geométrica. Dados niimeros a, r, geramos a progressao
geométrica (PG) formada pelos ntiimeros

a,ar,ar®,ar®,ar*,ar® arS,...
Cada novo numero é a multiplicacdo do anterior por um mesmo numero, chamado de
razao.

I Exercicio 1.2 Os nimeros pares 2,4, 6, ... formam uma PG? [R: N&o] .

Exercicio 1.3 Escreva os seis termos iniciais da PG definida por a = 2i4 er=2.[R:
1 1 1124
24°12°6°3°3° 3 "

1.1.1 A maquina Enigma

A maquina Enigma é um marco notavel na histéria da Segunda Guerra Mundial.
Desenvolvida na Alemanha durante os anos 1920, a Enigma foi uma sofisticada ma-
quina projetada para enviar comunicacoes seguras entre membros das forcas armadas
alemas. As mensagens eram enviadas de modo criptografado, utilizando um complexo
mecanismo de embaralhar as letras. Para decifrd-las, era necessdrio saber um cédigo,
que definia a posicdo inicial da maquina. Portanto, mesmo que a mensagem fosse in-
terceptada por inimigos, eles ndo conseguiam decifrar a mensagem porque nio sabiam
o cédigo decifrador.

Por vérios anos, e em particular nos primeiros anos da Segunda Guerra Mundial, a
maquina Enigma foi utilizada para enviar mensagens entre os alemaes, permitindo-os
que se comunicassem de maneira aparentemente segura.
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Percebendo a dificuldade em desven-
dar os planos do inimigo, outros paises
europeus devotaram esforcos em tentar
entender os padrdes das mensagens ci-
fradas, e de que modo esses padrdes po-
deriam ser usados para decifrar as men-
sagens. Imagine se isso fosse realizado:
os inimigos dos alemaes poderiam saber
onde ocorreriam os préximos ataques,
quantos soldados participariam, e quais
eram 0s pontos fracos.

Poloneses e ingleses possuem um pa-
pel de destaque nessa histdria. Ao longo
da guerra, os ingleses, liderados por Alan
Turing, desenvolveram um trabalho 4r-
duo e técnicas inovadoras para identificar

Figura 1.1 — Maquina Enigma.
Fognte: https://b?t.ly/3vHI%f]H padroes e, finalmente, desvendar os se-

gredos enviados nas mensagens alemas.
Essa descoberta contribuiu significativa-
mente para o curso da guerra, e para a derrota dos aleméaes. Ademais, esse trabalho
sedimentou as bases tedricas para a criacdo dos computadores. Surpreendente, ndo?!

1.2 Conjecturas

Uma conjectura é uma suposicdo ou afirmagdo baseada em observacdes inicias
e/ou evidéncias limitadas, que se acredita ser verdadeira mas ainda néo estd verificada
ou provada formalmente. Baseados nas observacdes iniciais de uma situacdo, podemos
observar algum padrdo e a partir disso conjecturar o que deve ser verdade.

As conjecturas desempenham um papel extremamente importante em Matematica,
pois representam o direcionamento do que deve ser verdade e, portanto, investigado.
Os matematicos frequentemente formulam conjecturas com base em padrdes observa-
dos, exemplos especificos ou intuicdes, e entdo trabalham para provar ou refutar essas
conjecturas, por meio de métodos 16gicos e rigorosos.

O processo de formular conjecturas requer grande perspicdcia e observacgéo pois,
muitas vezes, mesmo identificando o padréo, € dificil entender o que deve ser verdade
e o que ndo deve. De certo modo, conjecturar € dar o chute em uma bola em um quarto
pouco iluminado. H4 alguma iluminacdo, que surge das observa¢des, mas a maioria do
quarto é escura pois ndo sabemos ainda o que é verdade (apenas temos uma vaga ideia
do que deve ser verdade). Nessa direcdo, a intuicdo e treinamento exercem um papel de
suma importéancia. Ndo é de se esperar que uma pessoa pouco treinada possa formular
conjecturas precisas e profundas, pois isso s6 se adquire com o tempo e a experiéncia.

Bem, por enquanto nossa discussdo esta muito filoséfica. Entdo vamos a um exem-
plo, no contexto das progressdes aritméticas. Como vimos na se¢do anterior, dados
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dois numeros a, r, formamos a progressdo aritmética a,a +r,a + 2r,a + 3r,a +4r,...
Nessa ordem, vamos chamar a de primeiro termo, a + r de segundo termo e vai por ai.

B: — Ol4 Alice, agora que ambos sabemos o que é uma PA, eu estou curioso. Consigo
escrever os primeiros termos da PA, mas gostaria de entender quem € seu n—ésimo
termo, sem ter que escrever todos os elementos anteriores.

A: - Hum Bob, essa é uma pergunta interessante. Serd que isso é possivel?

B: — Acho que sim. Agora que sabemos o padrdo de formacéo dos termos, devemos ser
capazes. O que vocé acha?

A: - Pensando um pouco, eu tenho uma conjectura! Observe que o primeiro termo é
a+0-r, osegundo termo é a + 1 -r, o terceiro termo é a + 2 -r. Ou seja, estamos
sempre somando um multiplo anterior de r. A minha conjectura é que o n—ésimo termo
éa+(n—1)-r.

B: — Faz sentido, Alice. Como podemos saber se isso é realmente verdade? O que
fazemos agora?

A: - Bem, agora continuamos a ler o livro, pois nas préximas se¢ées vamos entender o
que fazer depois que formulamos a conjectura!

E assim Alice se despede de Bob. Veja que, baseada em observacdes iniciais e
compreensdo do padrdo, Alice “deduziu” o que deve ser verdade para todos os termos
da PA. A conjectura que ela formulou ¢, até o momento, nada mais do que um chute,
sem comprovacdo formal. Seguindo a mesma linha de ideias, agora é sua vez de
formular uma conjectura.

Exercicio 1.4 A PG gerada a partir dos nimeros a, r tem termos iniciais a, ar, ar?, ar®,

... Conjecture qual deve ser a férmula do n—ésimo termo dessa PG. [R: ar"™™!] =

Vamos a outro exemplo. Alice é muito observadora, e percebeu que em dias de
Sol o carro da policia passa a frente da sua casa uma vez por hora, as 8:15, depois as
9:15 e vai por ai. Por outro lado, em dias de chuva, o carro passa a cada 70 minutos,
as 8:15, depois as 9:25 e vai por ai. Baseada na observacdo desse padrdo, Alice tem a
seguinte conjectura:

Conjectura: Hoje estd chovendo, logo o carro da policia vai passar na frente da minha
casa as 16:25.

Baseada no intervalo de tempo que ela observou empiricamente, em dias de Sol e
chuvosos, Alice conjecturou que a afirmacio acima seja verdade. Essa conjectura faz
sentido, pois se nada der errado (continuar chovendo, o pneu nio furar, ndo houver
nenhuma ocorréncia urgente), o carro da policia passard na frente da casa de Alice nos
horarios abaixo:

8:15,9:25,10:35,11:45,12:55,14:05,15:15,16: 25,...
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1.2 Conjecturas 19

1.21 Ndmeros primos e a Conjectura de Goldbach

Para explicar o que significa a Conjectura de Goldbach, va-
mos relembrar rapidamente a nocao de multiplos e divisores.
n | d Considere dois niimeros naturais d, n. Dizemos que d ¢ um di-
O) q visor de n ou que n é um multiplo de d se, ao realizarmos a
divisdo de n por d, encontramos 0 como resto (ou seja, a divi-
sdo ndo tem sobras).
Sendo assim, 1 divide todo niimero n. Ademais, n divide ele préprio. Essa obser-
vacdo nos leva a definicdo de nimeros primos, que sdo aqueles que, de certo modo,
possuem o menor numero possivel de divisores.

(

Definicao 1.3 — NGmero primo. Dizemos que um natural n > 1 é um ndmero
primo se ele possui apenas 1 e n como seus divisores.

Note que requeremos que n > 1. Logo, por convenc¢do, o nimero 1 nao é primo.
Os primeiros nimeros primos sdo os seguintes:

2,3,5,7,11,13,17,19,23,29,31,37,41,43,47,53,59, ...

Podemos dizer que os nimeros primos séo os tijolos basicos para a construcio de to-
dos os nimeros naturais. Dessa forma, sua origem esta ligada ao desenvolvimento da
Matematica. Civilizacoes antigas, como os egipcios, babilonios, gregos e indianos, ti-
nham conhecimento dos niimeros primos. Por exemplo, no Egito Antigo, 0os nimeros
primos eram utilizados para fins praticos, como a medicao de terras e divisdes justas
de alimentos. Na Grécia Antiga, o filésofo-matematico Euclides, em seu trabalho "Ele-
mentos", forneceu uma das primeiras abordagens sistematicas para o estudo dos nu-
meros primos. Euclides provou! que existem infinitos nimeros primos e desenvolveu
varias propriedades basicas relacionadas a eles.

Ao longo dos séculos, os nimeros primos passaram a desempenham um papel cada
vez mais fundamental na Matematica, com aplica¢des em variadas dreas da ciéncia, da
tecnologia e da vida cotidiana. Isso ocasionou um grande interesse em compreender
sua estrutura e propriedades. Hoje em dia, sabemos muitas informacoes dos niimeros
primos.

Embora saibamos, desde Euclides, que existem infinitos nimeros primos, exibi-los
¢ uma tarefa ardua, mesmo para os computadores mais modernos. No momento da
escrita desse livro, o maior nimero primo conhecido é

282.589.933 -1

que possui 24.862.048 digitos. Ele foi descoberto em 2018 por Patrick Laroche, que faz
parte de um grande time internacional de busca de primos, chamado “Great Internet
Mersenne Prime Search (GIMPS)”.

Vamos discutir uma conjectura sobre primos, até hoje nio solucionada. Ela se
chama Conjectura de Goldbach, e é um dos problemas mais famosos e antigos da

!Ainda nio sabemos o que é uma prova, que sera discutida na Secdo 1.4.
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20 Capitulo 1. O que é a Matematica

Matematica. Ela foi formulada pelo matematico prussiano Christian Goldbach em uma
carta que ele escreveu ao matemadtico suico Leonhard Euler em 1742. A conjectura
afirma o seguinte.

Conjectura de Goldbach: Todo numero par maior que 2 pode ser expresso como a
soma de dois nimeros primos.

Em outras palavras, Goldbach conjecturou que cada niimero par maior que 2 pode
ser escrito como a soma de dois nimeros primos. Por exemplo, o nimero 4 pode ser
escrito como 2+ 2, onde ambos os nimeros 2 sdo primos; o nimero 10 pode ser escrito
como 3 + 7, onde ambos os numeros 3,7 sdo primos; o numero 32 pode ser escrito
como 13+ 19, onde ambos os nimeros 13,19 sdo primos.

Apesar de sua simplicidade aparente, a Conjectura de Goldbach é um tema extre-
mamente dificil de pesquisa atual. Embora muitos matematicos brilhantes estudaram-
na, ela permanece sem solugéo.

E 6bvio que ndo podemos checar a veracidade da conjectura primo por primo pois,
relembre, existem infinitos ndmeros primos! Mas podemos buscar padrdes e evidéncias
para ter indicios de sua veracidade. Com o auxilio de computadores, a conjectura foi
verificada empiricamente para uma grande quantidade de niimeros pares até valores
extremamente altos. Quanto mais nimeros pares sdo verificados, maior é a confianca
na conjectura, mas isso ndo diz que a conjectura esta mais perto de ser verificada. Isso
fornece apenas mais indicios de que ela é verdadeira.

A Conjectura de Goldbach é uma das grandes questoes em aberto da matematica,
e sua resolucio teria implicacoes profundas para a compreenséo dos padroes das dis-
tribuicbes de niimeros primos. Varias ideias, técnicas e abordagens tém sido propostas
ao longo dos anos, mas até agora, ela permanece como um desafio significativo para
matemadticos de todo o mundo.

1.3 Axiomas

Para procedermos a verificagcdo das conjecturas, confirmando-as ou refutando-as,
devemos antes determinar quais sdo as regras do jogo: quais as ferramentas de partida
que poderemos utilizar para investigar as conjecturas?

Ao longo dos anos de Ensino Fundamental e Médio, somos expostos indiretamente
a muitas dessas regras sem mesmo saber. Por exemplo, qualquer crianca responde que
asoma 1+ 1 éigual a 2. Essa informacao é, para nds, uma verdade incontestdvel, mas
se pararmos para pensar, podemos questionar de onde essa concluséo surgiu.

A Matemética é, além de uma ciéncia, uma linguagem. Numa linguagem, como no
Portugués, determinamos as letras permitidas e as regras de partida que descrevem de
que modo as letras podem se agrupar, e dai passamos a formar as palavras e sentencas.
Por exemplo, uma regra é “antes de P e B se usa M”. Essa regra ndo requer uma
justificativa: simplesmente a aplicamos, sem questionar sua veracidade.



