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Prefácio/Apresentação

Descrições da Mecânica Quântica
A partir do último século a mecânica quântica estendeu os horizontes da Física

e seu vasto campo de aplicações levou a imensos desafios que foram enfrentados
com resultados inovadores e concomitante abertura de novas perspectivas [1–14].
Na sua elaboração, paralelamente ao estabelecimento de uma formulação matemá-
tica própria, já a partir das propostas iniciais, principalmente aquela apresentada
por Born, Jordan, Heisenberg e Dirac [15–19], algumas abordagens também foram
sendo expostas que visavam caracterizá-la como uma teoria completamente consoli-
dada. Desta forma, foram apresentadas as assim chamadas descrições (pictures) de
Heisenberg, Schrödinger e Dirac [1–14]. Cada descrição enfatizava algum aspecto
próprio daquela abordagem particular de tal forma a pôr em evidência seus aspectos
mais importantes; ao mesmo tempo todas tinham como raiz das argumentações um
formalismo hamiltoniano, em consonância com aquele já estabelecido na mecânica
clássica. Posteriormente, também foi apresentada a descrição de Feynman-Dirac das
integrais de trajetória [20–22], baseada numa formulação lagrangeana, cujo aparato
matemático, embora distinto daqueles usados nas outras descrições, leva a resultados
em total conformidade com as previsões daquelas outras.

Do ponto de vista formal, um dos aspectos destacados das descrições de Heisenberg,
Schrödinger e Dirac reside então numa possível conexão com a formulação da mecânica
clássica baseada no formalismo hamiltoniano, apesar da possível não comutatividade
do produto de elementos da álgebra usada na descrição da mecânica quântica, em
contrapartida à comutatividade da descrição clássica. Desta forma, a conexão do
formalismo hamiltoniano quântico e o clássico tem relevância central e vários conceitos
de um formalismo encontram seus análogos no outro, ressalvadas as diferenças
matemáticas específicas.

A fundamentação matemática proposta por von Neumann [23], baseada no



Prefácio/Apresentação

Descrições da Mecânica Quântica
A partir do último século a mecânica quântica estendeu os horizontes da Física

e seu vasto campo de aplicações levou a imensos desafios que foram enfrentados
com resultados inovadores e concomitante abertura de novas perspectivas [1–14].
Na sua elaboração, paralelamente ao estabelecimento de uma formulação matemá-
tica própria, já a partir das propostas iniciais, principalmente aquela apresentada
por Born, Jordan, Heisenberg e Dirac [15–19], algumas abordagens também foram
sendo expostas que visavam caracterizá-la como uma teoria completamente consoli-
dada. Desta forma, foram apresentadas as assim chamadas descrições (pictures) de
Heisenberg, Schrödinger e Dirac [1–14]. Cada descrição enfatizava algum aspecto
próprio daquela abordagem particular de tal forma a pôr em evidência seus aspectos
mais importantes; ao mesmo tempo todas tinham como raiz das argumentações um
formalismo hamiltoniano, em consonância com aquele já estabelecido na mecânica
clássica. Posteriormente, também foi apresentada a descrição de Feynman-Dirac das
integrais de trajetória [20–22], baseada numa formulação lagrangeana, cujo aparato
matemático, embora distinto daqueles usados nas outras descrições, leva a resultados
em total conformidade com as previsões daquelas outras.

Do ponto de vista formal, um dos aspectos destacados das descrições de Heisenberg,
Schrödinger e Dirac reside então numa possível conexão com a formulação da mecânica
clássica baseada no formalismo hamiltoniano, apesar da possível não comutatividade
do produto de elementos da álgebra usada na descrição da mecânica quântica, em
contrapartida à comutatividade da descrição clássica. Desta forma, a conexão do
formalismo hamiltoniano quântico e o clássico tem relevância central e vários conceitos
de um formalismo encontram seus análogos no outro, ressalvadas as diferenças
matemáticas específicas.

A fundamentação matemática proposta por von Neumann [23], baseada no



iv

conceito de espaços de Hilbert, essencialmente com a associação de vetores do espaço
com estados do sistema físico em estudo e com a introdução de operadores que atuam
sobre aqueles vetores, consolidou uma nova formulação operacional da mecânica
quântica. Com a inclusão de novos conceitos matemáticos propostos por Dirac, essa
formulação ganhou caráter operacional mais completo e foi amplamente aceita e
adotada para o tratamento de problemas como o cálculo do espectro do oscilador
harmônico linear e do átomo de hidrogênio. Como registrado na literatura, nestes
casos particulares os espaços de Hilbert têm dimensão infinita. Ademais, com essa
formulação foi também possível mostrar a equivalência da matemática subjacente
às diferentes descrições, mantidas as características próprias de cada uma delas.
Neste texto nos basearemos nesta formulação matemática da mecânica quântica e
apontaremos, sempre que necessário, seus aspectos que serão relevantes para nossos
propósitos.

A constatação de que os resultados de medidas experimentais de grandezas físicas
deveriam estar associados a probabilidades levou a uma visão estatística da mecânica
quântica [24–26]. Do ponto de vista matemático, este fato está diretamente conectado
com a associação entre observáveis e operadores hermitianos, cujos espectros de
autovalores fornecem os conjuntos das soluções possíveis para os resultados das
medidas naqueles observáveis. Em particular, na descrição de Schrödinger, este
fato é traduzido pela bem conhecida afirmação: o módulo quadrado da função de
onda – quando é uma função da posição de uma partícula – reflete a probabilidade
de se encontrar a partícula naquele ponto do espaço, de acordo com a proposta de
Born. Assim, essa constatação introduziu um elemento adicional ao conjunto de
postulados próprios da nova mecânica e foi motivo de objeções quanto ao papel a
ser desempenhado pelo caráter estatístico da teoria. Esta questão está na raiz das
interpretações da mecânica quântica e tem sido motivo de polêmicas continuadas. Por
sua vez, do ponto de vista operacional, todo o formalismo matemático da mecânica
quântica, mais o conceito de probabilidades, tem sido testado e os resultados têm
comprovado sua consistência e solidez. Aqui não nos ateremos às especificidades
das correntes antagônicas com suas diferentes interpretações da mecânica quântica e
adotaremos o ponto de vista operacional: o caráter probabilístico é incorporado ao
formalismo matemático da mecânica quântica da forma usual, como apresentado na
literatura.

Embora ausente do conteúdo da maioria dos textos sobre mecânica quântica, a
descrição de espaço de fases foi construída através de várias propostas e considerações
em cuja essência já estava subjacente o caráter estatístico preconizado na teoria.
Este caráter se manifestava na forma de uma função que teria papel análogo ao
de uma distribuição de probabilidades. Na sua origem, esta descrição foi proposta
por Wigner, em 1932, ao considerar uma formulação que incorporasse correções
quânticas ao equilíbrio termodinâmico de um sistema físico clássico [27] e, para
isso, introduziu uma função com características quânticas específicas. Não obstante,
esta função podia assumir valores negativos, violando a condição essencial para ser
caracterizada como uma distribuição de probabilidades genuína.1 Na mesma ocasião,

1Historicamente, há o registro de que Dirac [28] também propôs uma função com as mesmas
características e a descartou em virtude dela poder assumir valores negativos; sua conclusão na
época foi que sua proposta provinha de uma aproximação precária.
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outros autores, como Kirkwood [29], também propuseram funções visando incorporar
efeitos quânticos à mecânica estatística clássica. Porém, somente na década seguinte
houve um avanço significativo na elaboração mais detalhada e completa desta nova
descrição. Foram os trabalhos de Groenewold [30] e Moyal [31] que estabeleceram os
fundamentos do que ficou conhecido como descrição de espaço de fases da mecânica
quântica e, finalmente, as bases conceituais e operacionais foram estabelecidas, na
sequência, por vários autores. Como resultado, não só as características básicas da
mecânica quântica, tais como relações de comutação e equações de evolução temporal
de grandezas físicas eram reobtidas, como o caráter estatístico estava incorporado
na descrição através da assim chamada função de Wigner. Todo o detalhamento
desta descrição, na forma como apresentada por esses autores, é completamente
adaptado para descrever sistemas físicos com um grau de liberdade descrito por
variáveis contínuas, por exemplo o par canônico q −p, e os resultados obtidos por esta
descrição estão em pleno acordo com aqueles já conhecidos pelas outras descrições.
Esta nova descrição de espaço de fases destes sistemas físicos tem como fundamento
matemático espaços de Hilbert de dimensão infinita, como bem sabido e consagrado
por todas as aplicações realizadas.

A descrição de espaço de fases discreto e finito
Este não pretende ser um texto básico de mecânica quântica; de fato, ele tem por

objetivo expor um procedimento particular que visa construir uma descrição de espaço
de fases quando, especificamente, o espaço de estados do sistema físico em estudo é
identificado como um espaço de Hilbert de dimensão finita. Uma vez construída, esta
descrição de espaço de fases pode ser usada de forma direta para tratar quanticamente
qualquer sistema físico que satisfaça a exigência da dimensionalidade finita de seu
espaço de estados. Reconhecidamente, os casos mais simples e imediatos, embora
não únicos, de interesse para aplicação deste procedimento são os graus de liberdade
de spin e sistemas físicos constituídos de spins. Apesar de simples, eles ainda assim
também se apresentam como um ponto de partida para estudos mais amplos de
sistemas físicos como, por exemplo, qubits, qutrits e outros que têm interesse na
área de informação quântica [32], o que mostra a abrangência das possibilidades de
aplicação do procedimento proposto.

Ao longo das últimas décadas, algumas propostas foram apresentadas no sentido
estrito de construir, em situações particulares, as equivalentes funções de Wigner
discretas, como as de Wootters [33–36] e de Cohendet [37]; posteriormente a proposta
de Wootters foi estendida de tal forma a contemplar mapeamentos e descrições formais
de espaços de fases discretos e finitos [38–42]. Ao mesmo tempo, foi apresentado um
procedimento que primordialmente permite estabelecer, em analogia com a descrição
de espaço de fases no contínuo, uma representação de espaço de fases finito e discreto,
e que também explicita, como casos particulares, as funções de Wigner de maneira
natural [43, 44], não como propostas ad hoc. Nesta abordagem, várias adaptações
matemáticas foram desenvolvidas ab initio de tal forma que a descrição resultante
tem características próprias, não sendo meramente uma versão discretizada daquela
no contínuo. Também aqui são obtidas relações de comutação e equações de evolução
temporal de grandezas físicas associadas ao sistema físico em estudo; adicionalmente,
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aplicações em exemplos específicos são explicitadas. É importante ressaltar, porém,
que, apesar do número restrito de aplicações do presente texto, a abordagem proposta
pode ser usada para descrever qualquer sistema físico cujo espaço de estados possa
ser associado a um espaço de Hilbert de dimensão finita.

Apresentação do conteúdo do livro
O presente texto pressupõe que os leitores devam ter uma formação básica em

mecânica clássica e mecânica quântica, e não tem como objetivo ser um livro texto
naqueles temas. Sob esta perspectiva, a seleção dos tópicos aqui apresentados teve
como objetivo, por razões de completeza, primeiramente a necessidade de reapresentar
o conteúdo básico das mecânicas clássica e quântica, somente com o propósito de
fundamentar nossa argumentação, para, em seguida, elaborar a construção de uma
proposta de descrição de espaço de fases discreto e finito. Com este objetivo, o
material foi organizado da seguinte forma: Na primeira parte apresentamos, nos dois
primeiros capítulos, uma breve revisão das ideias fundamentais da mecânica clássica
na formulação de Hamilton e da mecânica quântica, conforme o que é bem estabelecido
na literatura atual. Esta recuperação visa mostrar, de forma sucinta, as bases sobre as
quais as propostas de conexão entre as duas mecânicas estão fundamentadas. Assim,
no Capítulo 3, são expostas as tentativas de reconhecer uma formulação matemática
que permita a passagem do formalismo de Hamilton associado à mecânica quântica
para a mecânica clássica. Lá, os trabalhos pioneiros de Weyl [45], von Neumann [46],
Wigner [27], Groenewold [30] e Moyal [31] são abordados de forma mais detalhada
uma vez que servirão de base para a exposição do formalismo que fundamenta a
descrição de espaço de fases da mecânica quântica quando o espaço de Hilbert de
estados associado ao sistema físico em estudo tem dimensão infinita. O detalhamento
daquela descrição é apresentado no Capítulo 4 onde são apresentadas as diferentes
maneiras de se construir bases de operadores responsáveis por mapeamentos entre
operadores da mecânica quântica e funções de variáveis canônicas clássicas. Um dos
resultados importantes desse estudo consiste na verificação de que a transformação
inversa não se constitui num processo de quantização: somente algumas funções de
variáveis canônicas clássicas estão associadas, através do mapeamento proposto, a
operadores relacionados com observáveis físicos. Assim, para todos os operadores de
interesse, por exemplo os operadores posição q̂ e momento p̂, as suas contrapartidas
naquele espaço de fases contínuo podem ser encontradas. O operador densidade, que
descreve o estado do sistema físico, tem um papel muito importante e destacado
neste contexto, e sua contrapartida no espaço de fases é conhecida como função
de Wigner. Adicionalmente também são obtidas as contrapartidas de produtos de
operadores, comutadores, anticomutadores e da equação de evolução temporal do
operador densidade. Com esses representantes no espaço de fases dos operadores e
suas respectivas equações de evolução temporal é possível realizar todos os cálculos
com resultados equivalentes àqueles da mecânica quântica nas descrições conhecidas.
O essencial desses procedimentos é apresentado no Capítulo 4, onde alguns exemplos
são apresentados.

O Capítulo 5 apresenta o conteúdo central deste texto. Nele, algumas questões
essenciais são abordadas: Ainda é possível termos uma descrição de espaço de fases
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quando o espaço de Hilbert tem dimensão finita? Como construir bases de operadores
que permitam realizar o mapeamento de operadores, que agem naquele espaço de
estados, em funções de variáveis clássicas? Quais são suas características básicas? É
também possível obter uma equação equivalente para a evolução temporal de um
operador densidade nesse novo espaço de fases? Todas estas questões são abordadas
e um mapeamento é proposto e estabelecido de tal forma que temos as contrapartidas
de operadores e suas equações de evolução temporal numa representação de espaço
de fases adaptado ao caráter finito e discreto do espaço de Hilbert de estados:
agora o espaço de fases é um reticulado de dimensão N ×N finito e discreto, com
topologia de toro, onde N é a dimensão do espaço de Hilbert associado. Não obstante
esta característica peculiar, todos os procedimentos são bem estabelecidos de tal
forma a obtermos os mapeamentos de operadores que nos levam aos resultados
desejados. Da mesma forma que na representação contínua de espaço de fases, no
presente caso também podemos obter uma função de Wigner equivalente – agora
uma função definida sobre números inteiros – e sua equação de evolução temporal
(o tempo é considerado uma variável contínua). Os procedimentos neste caso, que
seguem paralelamente o que foi exposto no caso do espaço de fases contínuo, são
discutidos com detalhes e alguns exemplos são apresentados com a finalidade de
clareza conceitual e operacional. Particularidades dessa descrição discreta e finita são
destacadas e as diferenças com relação à descrição contínua são exibidas e exploradas.

A obtenção de um limite contínuo a partir da formulação discreta do espaço
de fases é detalhada no Capítulo 6 e a identificação dos resultados com aqueles
apresentados no Capítulo 4 é enfatizada. O embrião do processo de obtenção de
um limite contínuo já fora proposto por Schwinger [47] e é por nós aqui explorado e
estendido de forma bem justificada matematicamente. Desta forma, as expressões
mapeadas para produtos de operadores, comutadores, anticomutadores e a equação de
evolução temporal da função de Wigner no contínuo são recuperadas. Adicionalmente,
como subproduto da discussão referente ao operador deslocamento na versão discreta,
configurou-se a possibilidade de definição de estados coerentes discretos, em completa
analogia com aqueles definidos no contínuo. Neste processo, as funções ϑ3 de Jacobi
desempenham papel essencial, em contrapartida às gaussianas que permeiam a
descrição dos estados coerentes no contínuo. Esses estados coerentes discretos são
definidos sobre o espaço de fases finito e discreto e exibem explicitamente o caráter
quântico da descrição proposta.

Na segunda parte do texto apresentamos inicialmente, Capítulos 7 e 8, alguns
exemplos de problemas físicos nos quais o uso da descrição de espaços de fases
discreto e finito nos permite obter resultados concretos e de interpretação física
direta. Aqueles exemplos contemplam desde a restauração de simetria quando uma
função de onda variacional viola uma simetria discreta, bem como a descrição do
comportamento coletivo de um sistema de férmions cuja interação é dada por um
hamiltoniano de um modelo simples, solúvel, envolvendo termos de um e dois corpos,
o modelo de Lipkin [48–50]. Nesta última aplicação, a evolução temporal da função
de Wigner é obtida e a análise do comportamento do sistema de férmions é realizada
para vários valores da intensidade da interação de dois corpos.

Adicionalmente, explorando aspectos mais formais, apresentamos no Capítulo
9 um procedimento que permite extensões discretas dos mapeamentos – definidos
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no contínuo – propostos no formalismo de Cahill-Glauber [51, 52] de tal forma
que, além da função discreta de Wigner, temos também os análogos discretos das
funções de Husimi [53] e Glauber-Sudarshan [54, 55]. Estas novas funções assim
obtidas satisfazem todos os requisitos exigidos para representarem estados quânticos
definidos num espaço de Hilbert discreto de dimensão finita, da mesma forma que
aquelas funções o fazem no contínuo. Desta forma, a existência destas novas funções,
definidas no espaço de fases discreto e finito, além daquela de Wigner, permite
estabelecer e confirmar uma completa analogia com a proposta de Cahill-Glauber no
contínuo, e consolidar o potencial descritivo do formalismo proposto.

No Capítulo 10 é apresentado um procedimento para implementar o análogo
discreto da reconstrução tomográfica de estados quânticos quando o espaço de estados
tem dimensão finita. De fato, o fio condutor para estabelecermos os resultados no
espaço de fases discreto e finito está calcado na possibilidade de construírmos formal-
mente um análogo discreto da transformação de Radon contínua [56, 57], mediante o
auxílio de uma classe ampla de transformações simpléticas para sistemas quânticos
descritos por um espaço de estados de dimensão finita. Inicialmente introduzida
por Vourdas [58] no contexto de transformações unitárias do tipo Bogoliubov, essas
transformações permitem, por exemplo, reconstruir a função de Wigner discreta a
partir de funções (ou quantidades) mensuráveis, em completa correspondência com o
caso contínuo. O objetivo central deste último capítulo consiste então em estender
este cenário de modo a abranger os resultados obtidos no Capítulo 9, encerrando
assim a parte correspondente às aplicações.

Como complemento ao corpo central do texto, foram acrescentados alguns Apên-
dices que visam expor, além de alguns detalhes de cálculo que julgamos serem de
utilidade para o leitor, aspectos básicos de teoria de grupos, anéis, congruências,
teoria de números, transformadas de Fourier discretas e propriedades da funções ϑ de
Jacobi, que foram usados na fundamentação das nossas propostas. Esses Apêndices
também têm a finalidade de servir de conteúdo matemático mínimo para leitores que
não tiveram contato anterior com esses temas e que porventura queiram ter acesso a
eles para uma leitura mais completa do texto. Assim, os temas foram separados em
Apêndices distintos para auxiliar os leitores interessados, sendo que neles, sempre
que possível, fizemos referência explícita a quais contextos, nos diferentes capítulos,
aqueles temas são relevantes.
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Como complemento ao corpo central do texto, foram acrescentados alguns Apên-
dices que visam expor, além de alguns detalhes de cálculo que julgamos serem de
utilidade para o leitor, aspectos básicos de teoria de grupos, anéis, congruências,
teoria de números, transformadas de Fourier discretas e propriedades da funções ϑ de
Jacobi, que foram usados na fundamentação das nossas propostas. Esses Apêndices
também têm a finalidade de servir de conteúdo matemático mínimo para leitores que
não tiveram contato anterior com esses temas e que porventura queiram ter acesso a
eles para uma leitura mais completa do texto. Assim, os temas foram separados em
Apêndices distintos para auxiliar os leitores interessados, sendo que neles, sempre
que possível, fizemos referência explícita a quais contextos, nos diferentes capítulos,
aqueles temas são relevantes.
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