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(P refacio/Apresentacao

Descricoes da Mecanica Quantica

A partir do tltimo século a mecanica quantica estendeu os horizontes da Fisica
e seu vasto campo de aplicagoes levou a imensos desafios que foram enfrentados
com resultados inovadores e concomitante abertura de novas perspectivas [1-14].
Na sua elaboragao, paralelamente ao estabelecimento de uma formulagao matema-
tica propria, ja a partir das propostas iniciais, principalmente aquela apresentada
por Born, Jordan, Heisenberg e Dirac [15-19], algumas abordagens também foram
sendo expostas que visavam caracteriza-la como uma teoria completamente consoli-
dada. Desta forma, foram apresentadas as assim chamadas descrigoes (pictures) de
Heisenberg, Schrodinger e Dirac [1-14]. Cada descrigdo enfatizava algum aspecto
préprio daquela abordagem particular de tal forma a pér em evidéncia seus aspectos
mais importantes; ao mesmo tempo todas tinham como raiz das argumentacoes um
formalismo hamiltoniano, em consonancia com aquele ja estabelecido na mecéanica
classica. Posteriormente, também foi apresentada a descricaio de Feynman-Dirac das
integrais de trajetéria [20-22], baseada numa formulagao lagrangeana, cujo aparato
matematico, embora distinto daqueles usados nas outras descrigdes, leva a resultados
em total conformidade com as previsoes daquelas outras.

Do ponto de vista formal, um dos aspectos destacados das descrigoes de Heisenberg,
Schrodinger e Dirac reside entao numa possivel conexao com a formulagdo da mecanica
classica baseada no formalismo hamiltoniano, apesar da possivel ndo comutatividade
do produto de elementos da algebra usada na descrigdo da mecanica quantica, em
contrapartida a comutatividade da descricao classica. Desta forma, a conexao do
formalismo hamiltoniano quéntico e o classico tem relevancia central e varios conceitos
de um formalismo encontram seus analogos no outro, ressalvadas as diferencas
matematicas especificas.

A fundamentagao matemdtica proposta por von Neumann [23], baseada no
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conceito de espagos de Hilbert, essencialmente com a associacao de vetores do espago
com estados do sistema fisico em estudo e com a introdugao de operadores que atuam
sobre aqueles vetores, consolidou uma nova formulagao operacional da mecénica
quantica. Com a inclusao de novos conceitos matematicos propostos por Dirac, essa
formulagao ganhou carater operacional mais completo e foi amplamente aceita e
adotada para o tratamento de problemas como o calculo do espectro do oscilador
harménico linear e do atomo de hidrogénio. Como registrado na literatura, nestes
casos particulares os espagos de Hilbert tém dimensao infinita. Ademais, com essa
formulagao foi também possivel mostrar a equivaléncia da matemética subjacente
as diferentes descrigoes, mantidas as caracteristicas préprias de cada uma delas.
Neste texto nos basearemos nesta formulacdo matematica da mecanica quantica e
apontaremos, sempre que necessario, seus aspectos que serao relevantes para nossos
propositos.

A constatacgao de que os resultados de medidas experimentais de grandezas fisicas
deveriam estar associados a probabilidades levou a uma visao estatistica da mecénica
quantica [24-26]. Do ponto de vista matematico, este fato estd diretamente conectado
com a associacao entre observaveis e operadores hermitianos, cujos espectros de
autovalores fornecem os conjuntos das solugoes possiveis para os resultados das
medidas naqueles observaveis. Em particular, na descricao de Schrodinger, este
fato é traduzido pela bem conhecida afirmagao: o moédulo quadrado da funcéo de
onda — quando é uma fun¢ao da posi¢ao de uma particula — reflete a probabilidade
de se encontrar a particula naquele ponto do espaco, de acordo com a proposta de
Born. Assim, essa constatagdo introduziu um elemento adicional ao conjunto de
postulados proprios da nova mecanica e foi motivo de objec¢oes quanto ao papel a
ser desempenhado pelo carater estatistico da teoria. Esta questdo esta na raiz das
interpretagoes da mecanica quantica e tem sido motivo de polémicas continuadas. Por
sua vez, do ponto de vista operacional, todo o formalismo mateméatico da mecanica
quantica, mais o conceito de probabilidades, tem sido testado e os resultados tém
comprovado sua consisténcia e solidez. Aqui ndo nos ateremos as especificidades
das correntes antagdnicas com suas diferentes interpretacoes da mecanica quéntica e
adotaremos o ponto de vista operacional: o carater probabilistico é incorporado ao
formalismo matematico da mecanica quantica da forma usual, como apresentado na
literatura.

Embora ausente do conteiido da maioria dos textos sobre mecéanica quantica, a
descrigao de espaco de fases foi construida através de varias propostas e consideragoes
em cuja esséncia ja estava subjacente o carater estatistico preconizado na teoria.
Este cardter se manifestava na forma de uma funcao que teria papel andlogo ao
de uma distribui¢ao de probabilidades. Na sua origem, esta descrigao foi proposta
por Wigner, em 1932, ao considerar uma formulagdo que incorporasse corregoes
quénticas ao equilibrio termodindmico de um sistema fisico classico [27] e, para
isso, introduziu uma fungao com caracteristicas quanticas especificas. Nao obstante,
esta fungao podia assumir valores negativos, violando a condigao essencial para ser
caracterizada como uma distribuicio de probabilidades genuina.! Na mesma ocasido,

Historicamente, hé o registro de que Dirac [28] também propds uma fungio com as mesmas
caracteristicas e a descartou em virtude dela poder assumir valores negativos; sua conclusao na
época foi que sua proposta provinha de uma aproximagao precaria.
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outros autores, como Kirkwood [29], também propuseram fungoes visando incorporar
efeitos quénticos & mecénica estatistica classica. Porém, somente na década seguinte
houve um avango significativo na elaboragao mais detalhada e completa desta nova
descrigdo. Foram os trabalhos de Groenewold [30] e Moyal [31] que estabeleceram os
fundamentos do que ficou conhecido como descrigio de espaco de fases da mecinica
qudntica e, finalmente, as bases conceituais e operacionais foram estabelecidas, na
sequéncia, por varios autores. Como resultado, nao so as caracteristicas basicas da
mecanica quantica, tais como relagdes de comutagio e equagoes de evolugao temporal
de grandezas fisicas eram reobtidas, como o cardter estatistico estava incorporado
na descrigao através da assim chamada funcao de Wigner. Todo o detalhamento
desta descri¢do, na forma como apresentada por esses autores, é completamente
adaptado para descrever sistemas fisicos com um grau de liberdade descrito por
variaveis continuas, por exemplo o par candnico g — p, e os resultados obtidos por esta
descrigao estao em pleno acordo com aqueles ja conhecidos pelas outras descrigoes.
Esta nova descrigao de espaco de fases destes sistemas fisicos tem como fundamento
matemaético espagos de Hilbert de dimensao infinita, como bem sabido e consagrado
por todas as aplicagoes realizadas.

A descricao de espaco de fases discreto e finito

Este nao pretende ser um texto béasico de mecanica quantica; de fato, ele tem por
objetivo expor um procedimento particular que visa construir uma descrigao de espago
de fases quando, especificamente, o espaco de estados do sistema fisico em estudo é
identificado como um espago de Hilbert de dimensao finita. Uma vez construida, esta
descri¢ao de espago de fases pode ser usada de forma direta para tratar quanticamente
qualquer sistema fisico que satisfaca a exigéncia da dimensionalidade finita de seu
espaco de estados. Reconhecidamente, os casos mais simples e imediatos, embora
nao unicos, de interesse para aplicacao deste procedimento sdao os graus de liberdade
de spin e sistemas fisicos constituidos de spins. Apesar de simples, eles ainda assim
também se apresentam como um ponto de partida para estudos mais amplos de
sistemas fisicos como, por exemplo, qubits, qutrits e outros que tém interesse na
area de informacao quéntica [32], o que mostra a abrangéncia das possibilidades de
aplicagao do procedimento proposto.

Ao longo das tltimas décadas, algumas propostas foram apresentadas no sentido
estrito de construir, em situagbes particulares, as equivalentes fungoes de Wigner
discretas, como as de Wootters [33-36] e de Cohendet [37]; posteriormente a proposta
de Wootters foi estendida de tal forma a contemplar mapeamentos e descri¢oes formais
de espagos de fases discretos e finitos [38-42]. Ao mesmo tempo, foi apresentado um
procedimento que primordialmente permite estabelecer, em analogia com a descrigdo
de espaco de fases no continuo, uma representacao de espaco de fases finito e discreto,
e que também explicita, como casos particulares, as fun¢oes de Wigner de maneira
natural [43, 44], ndo como propostas ad hoc. Nesta abordagem, vérias adaptagoes
matematicas foram desenvolvidas ab initio de tal forma que a descrigao resultante
tem caracteristicas proprias, nao sendo meramente uma versao discretizada daquela
no continuo. Também aqui sdo obtidas relagoes de comutacao e equagdes de evolugao
temporal de grandezas fisicas associadas ao sistema fisico em estudo; adicionalmente,
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aplicacdes em exemplos especificos sio explicitadas. E importante ressaltar, porém,
que, apesar do niimero restrito de aplica¢oes do presente texto, a abordagem proposta
pode ser usada para descrever qualquer sistema fisico cujo espago de estados possa
ser associado a um espaco de Hilbert de dimensao finita.

Apresentacao do conteudo do livro

O presente texto pressupoe que os leitores devam ter uma formagao basica em
mecénica classica e mecanica quintica, e nao tem como objetivo ser um livro texto
naqueles temas. Sob esta perspectiva, a selecao dos topicos aqui apresentados teve
como objetivo, por razdes de completeza, primeiramente a necessidade de reapresentar
o conteudo bésico das mecanicas classica e quantica, somente com o propésito de
fundamentar nossa argumentacao, para, em seguida, elaborar a construgao de uma
proposta de descricao de espago de fases discreto e finito. Com este objetivo, o
material foi organizado da seguinte forma: Na primeira parte apresentamos, nos dois
primeiros capitulos, uma breve revisao das ideias fundamentais da mecanica classica
na formulagdo de Hamilton e da mecénica quéantica, conforme o que é bem estabelecido
na literatura atual. Esta recuperacao visa mostrar, de forma sucinta, as bases sobre as
quais as propostas de conexao entre as duas mecanicas estao fundamentadas. Assim,
no Capitulo 3, sdo expostas as tentativas de reconhecer uma formulagdo matematica
que permita a passagem do formalismo de Hamilton associado a mecénica quantica
para a mecanica cldssica. Ld, os trabalhos pioneiros de Weyl [45], von Neumann [46],
Wigner [27], Groenewold [30] e Moyal [31] sdo abordados de forma mais detalhada
uma vez que servirao de base para a exposi¢cao do formalismo que fundamenta a
descri¢ao de espaco de fases da mecanica quantica quando o espaco de Hilbert de
estados associado ao sistema fisico em estudo tem dimensao infinita. O detalhamento
daquela descrigao é apresentado no Capitulo 4 onde sao apresentadas as diferentes
maneiras de se construir bases de operadores responsaveis por mapeamentos entre
operadores da mecanica quantica e fungdes de varidveis canonicas classicas. Um dos
resultados importantes desse estudo consiste na verificagdo de que a transformacao
inversa nao se constitui num processo de quantizagao: somente algumas fungoes de
variaveis canonicas classicas estao associadas, através do mapeamento proposto, a
operadores relacionados com observaveis fisicos. Assim, para todos os operadores de
interesse, por exemplo os operadores posi¢ao ¢ e momento p, as suas contrapartidas
naquele espaco de fases continuo podem ser encontradas. O operador densidade, que
descreve o estado do sistema fisico, tem um papel muito importante e destacado
neste contexto, e sua contrapartida no espago de fases é conhecida como fungao
de Wigner. Adicionalmente também sao obtidas as contrapartidas de produtos de
operadores, comutadores, anticomutadores e da equagao de evolucao temporal do
operador densidade. Com esses representantes no espago de fases dos operadores e
suas respectivas equagoes de evolugao temporal é possivel realizar todos os calculos
com resultados equivalentes aqueles da mecanica quantica nas descrigdes conhecidas.
O essencial desses procedimentos ¢ apresentado no Capitulo 4, onde alguns exemplos
sao apresentados.

O Capitulo 5 apresenta o contetido central deste texto. Nele, algumas questoes
essenciais sao abordadas: Ainda é possivel termos uma descri¢ao de espago de fases
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quando o espaco de Hilbert tem dimensao finita? Como construir bases de operadores
que permitam realizar o mapeamento de operadores, que agem naquele espago de
estados, em funcoes de varidveis cldssicas? Quais sio suas caracteristicas basicas? E
também possivel obter uma equagao equivalente para a evolugao temporal de um
operador densidade nesse novo espaco de fases? Todas estas questoes sao abordadas
e um mapeamento é proposto e estabelecido de tal forma que temos as contrapartidas
de operadores e suas equacoes de evolucao temporal numa representacao de espago
de fases adaptado ao cardter finito e discreto do espago de Hilbert de estados:
agora o espago de fases é um reticulado de dimensao N x N finito e discreto, com
topologia de toro, onde N é a dimensao do espago de Hilbert associado. Nao obstante
esta caracteristica peculiar, todos os procedimentos sdo bem estabelecidos de tal
forma a obtermos os mapeamentos de operadores que nos levam aos resultados
desejados. Da mesma forma que na representagao continua de espago de fases, no
presente caso também podemos obter uma funcao de Wigner equivalente — agora
uma funcao definida sobre niimeros inteiros — e sua equagao de evolugao temporal
(o tempo é considerado uma varidvel continua). Os procedimentos neste caso, que
seguem paralelamente o que foi exposto no caso do espago de fases continuo, sao
discutidos com detalhes e alguns exemplos sao apresentados com a finalidade de
clareza conceitual e operacional. Particularidades dessa descrigao discreta e finita sdo
destacadas e as diferengas com relagao a descri¢ao continua sao exibidas e exploradas.

A obtengao de um limite continuo a partir da formulagao discreta do espago
de fases é detalhada no Capitulo 6 e a identificagdo dos resultados com aqueles
apresentados no Capitulo 4 é enfatizada. O embriao do processo de obtencao de
um limite continuo j& fora proposto por Schwinger [47] e é por nds aqui explorado e
estendido de forma bem justificada matematicamente. Desta forma, as expressoes
mapeadas para produtos de operadores, comutadores, anticomutadores e a equacao de
evolugao temporal da fungao de Wigner no continuo sao recuperadas. Adicionalmente,
como subproduto da discussao referente ao operador deslocamento na versao discreta,
configurou-se a possibilidade de defini¢ao de estados coerentes discretos, em completa
analogia com aqueles definidos no continuo. Neste processo, as fungoes 3 de Jacobi
desempenham papel essencial, em contrapartida as gaussianas que permeiam a
descrigao dos estados coerentes no continuo. Esses estados coerentes discretos sao
definidos sobre o espaco de fases finito e discreto e exibem explicitamente o carater
quantico da descri¢cao proposta.

Na segunda parte do texto apresentamos inicialmente, Capitulos 7 e 8, alguns
exemplos de problemas fisicos nos quais o uso da descricao de espagos de fases
discreto e finito nos permite obter resultados concretos e de interpretacao fisica
direta. Aqueles exemplos contemplam desde a restauracao de simetria quando uma
fungao de onda variacional viola uma simetria discreta, bem como a descrigao do
comportamento coletivo de um sistema de férmions cuja interagao é dada por um
hamiltoniano de um modelo simples, solivel, envolvendo termos de um e dois corpos,
o modelo de Lipkin [48-50]. Nesta tltima aplica¢do, a evolugio temporal da fungio
de Wigner é obtida e a andlise do comportamento do sistema de férmions ¢é realizada
para varios valores da intensidade da interagao de dois corpos.

Adicionalmente, explorando aspectos mais formais, apresentamos no Capitulo
9 um procedimento que permite extensoes discretas dos mapeamentos — definidos
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no continuo — propostos no formalismo de Cahill-Glauber [51, 52] de tal forma
que, além da fungao discreta de Wigner, temos também os andlogos discretos das
fungoes de Husimi [53] e Glauber-Sudarshan [54, 55]. Estas novas fungoes assim
obtidas satisfazem todos os requisitos exigidos para representarem estados quéanticos
definidos num espago de Hilbert discreto de dimensao finita, da mesma forma que
aquelas fungdes o fazem no continuo. Desta forma, a existéncia destas novas fungoes,
definidas no espago de fases discreto e finito, além daquela de Wigner, permite
estabelecer e confirmar uma completa analogia com a proposta de Cahill-Glauber no
continuo, e consolidar o potencial descritivo do formalismo proposto.

No Capitulo 10 é apresentado um procedimento para implementar o andlogo
discreto da reconstrucao tomogréfica de estados quanticos quando o espago de estados
tem dimensao finita. De fato, o fio condutor para estabelecermos os resultados no
espago de fases discreto e finito esta calcado na possibilidade de construirmos formal-
mente um anélogo discreto da transformagao de Radon continua [56, 57], mediante o
auxilio de uma classe ampla de transformagoes simpléticas para sistemas quanticos
descritos por um espaco de estados de dimensao finita. Inicialmente introduzida
por Vourdas [58] no contexto de transformagdes unitarias do tipo Bogoliubov, essas
transformagoes permitem, por exemplo, reconstruir a fungao de Wigner discreta a
partir de fungoes (ou quantidades) mensuraveis, em completa correspondéncia com o
caso continuo. O objetivo central deste tltimo capitulo consiste entdo em estender
este cendario de modo a abranger os resultados obtidos no Capitulo 9, encerrando
assim a parte correspondente as aplicagoes.

Como complemento ao corpo central do texto, foram acrescentados alguns Apén-
dices que visam expor, além de alguns detalhes de calculo que julgamos serem de
utilidade para o leitor, aspectos basicos de teoria de grupos, anéis, congruéncias,
teoria de nimeros, transformadas de Fourier discretas e propriedades da fungoes ¢ de
Jacobi, que foram usados na fundamentagao das nossas propostas. Esses Apéndices
também tém a finalidade de servir de contetido matematico minimo para leitores que
nao tiveram contato anterior com esses temas e que porventura queiram ter acesso a
eles para uma leitura mais completa do texto. Assim, os temas foram separados em
Apéndices distintos para auxiliar os leitores interessados, sendo que neles, sempre
que possivel, fizemos referéncia explicita a quais contextos, nos diferentes capitulos,
aqueles temas sao relevantes.
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