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Preficio

“Ninguém nos poderd expulsar do
Paraiso que Cantor criou.”

Davip HILBERT

A ideia de escrever este texto surgiu quando o autor escreveu um
texto “uma introdugdo axiomadtica dos conjuntos” para o Curso de
Matematica a Distancia — EAD/VIRTUAL

O que nos motiva escrever a este texto é o aspecto marcante da
pesquisa em matemadtica no dltimo século e no papel crescente que
a abordagem axiomadtica vem representando. O método axiomatico
certamente ndo é novo em matemdtica, tendo sido empregado
por Euclides em seus Elementos. No entanto, apenas em anos
relativamente recentes tem sido adotado em partes da matemaética
além da geometria. Isso tornou-se possivel por causa de um completa
compreensdo da natureza dos axiomas e da axiomatizagdo da légica.

O texto é dividido em oito capitulos, dos quais o primeiro é
responsavel pela introdug¢do do método axiomético e pelos resultados
utilizados em todo o texto. Em cada estudo especifico, busca-se a
caracterizagdo do objeto por meio de propriedades que possibilitem
ao leitor estabelecer correspondéncias entre determinadas situag¢des-
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problema da vida real e a espécie de fungdo focalizada, objetivando
sua utilizacdo na construcdo de uma tradugdo matemética da
respectiva situacao.

Para desenvolver a capacidade do leitor de pensar por si mesmo
em termos das novas defini¢des, mantivemos no final de cada secdao
uma extensa lista de exercicios, na qual a maioria foi selecionada dos
livros citados ao final do texto, cujas respostas e/ou sugestdes estdo
incluidas ao final do texto. Devemos, porém, alertar aos leitores que
os exercicios variam muito em grau de dificuldade, sendo assim, ndo
é necessario resolver todos numa primeira leitura.

No capitulo 1 apresentaremos um pouco da histéria do surgimento
do método axiomdtico na matematica, que serd necessdrio para o
entendimento dos capitulos subsequentes. No capitulo 2 apresenta-
remos, via método axiomadtico, os elementos béasicos da Teoria dos
Conjuntos por meio dos sete primeiros axiomas. Definimos, ademais,
as operagdes com conjuntos: unido, interse¢do, complemento, dife-
renga, graficos, familias, produto cartesiano e algumas propriedades
algébricas.

No capitulo 3 estudaremos os problemas de aplicagdes ordindrias
de matematica tais como: relacdo de ordem, conjuntos parcialmente
ordenados, elementos maximais e minimais, maior e menor elemento,
supremo e infimo de um conjunto. Além disso, estudaremos
reticulados e conjuntos bem ordenados.

No capitulo 4 apresentaremos as formulagdes cldssicas do axioma
da escolha, dadas por Ernst Zermelo, e suas principais consequéncias.

No capitulo 5 construiremos, formalmente, o conjunto dos
numeros naturais, o qual serd munido de todas as propriedades
que sdo associadas com os nimeros naturais do nosso pensamento.
Além disso, com o “axioma da infinidade” completaremos a Teoria
Axiomatica dos Conjuntos, segundo Ernst Zermelo.

No capitulo 6 apresentaremos o conceito de conjuntos equipotentes
e o conceito formal de ndmeros cardinais via método axiomatico.
Também, veremos que o conjunto dos ntimeros cardinais possui quase
todas as propriedades algébricas do conjunto dos nimeros naturais.

VIII
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No capitulo 7 apresentaremos o conceito formal de ntmeros
ordinais via método axiomdtico. Também, veremos que o conjunto
dos nameros ordinais possui quase todas as propriedades algébricas
do conjunto dos nimeros naturais.

Finalmente, no capitulo 8 dedicaremos a uma introducdo do
conjunto dos nimeros reais via o método axiomético de Dedekind a
partir do conjunto dos niimeros racionais, a qual estd em consonéncia
com a constru¢do do conjunto dos nimeros naturais. Além disso,
apresentaremos a representagdo de um numero real em uma base
qualquer.

Agradecemos aos colegas e alunos do Departamento de Mate-
matica que, direta ou indiretamente, contribuiram para a realizagdo
deste texto. Em particular, meus agradecimentos ao professor Thiago
Dourado pelo estimulo a publicagdo deste texto.

ANTONIO DE ANDRADE E SILVA
Jodo Pessoa — PB, junho de 2026
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O método axiomatico

Quando falamos que um objeto pertence a outro objeto, queremos
dizer, simplesmente, que o primeiro deles depende do segundo.
Situagdes de pertinéncia aparecem frequentemente em nossa vida. Por
exemplo, um ponto pertence a uma reta.

A partir de agora, vocé estd convidado a nos acompanhar neste
passeio pelo mundo dos axiomas e postulados. Juntos, analisaremos
detalhadamente as caracterizacbes de um sistema de axiomas e a
independéncia de um axioma.

E importante salientar que alguma familiaridade com conceitos tais
como: conjuntos, conjuntos numéricos, espago vetorial, grupo, dentre
outros, é necessdrio para uma boa leitura deste capitulo.

Axiomas e postulados aparecem com mais frequéncia na Geome-
tria Plana. Considere, por exemplo, o seguinte postulado:

Se uma linha reta intercepta duas outras linhas retas formando dngulos
interiores no mesmo lado menor do que dois dngulos retos, as duas linhas
retas, se prolongadas indefinidamente, se interceptardo no lado em que a soma
é menor que dois dngulos retos.

Este e outros axiomas da Geometria Plana serdo tratados neste
capitulo.



CAPITULO 1. O METODO AXIOMATICO

1.1 Introducdo histérica

Nesta secdo apresentaremos um pouco da histéria do surgimento
do método axiomético na matemaética. O leitor interessado em mais
detalhes pode consultar o livro Tarski [12] ou o livro Wilder [13].

Nos textos de Geometria Plana, visto no ensino fundamental,
encontramos dois grupos fundamentais de afirmagdes, um chamado
de axiomas e outro chamado de postulados. Formalmente:

Um axioma é uma afirmagdo que dispensa explica¢do, ou seja, é
uma verdade universal.

Exemplo 1.1.1 Nogdes comuns:
1. O todo é maior do que cada uma de suas partes.
2. O todo é a soma de suas partes.
3. Coisas iguais a uma outra coisa sdo iguais entre si.

Um postulado é um fato geométrico simples e 6bvio que podemos
supor sua validade.

Exemplo 1.1.2 Postulados:

1. Dois pontos distintos determinam uma e somente uma reta.
2. Uma reta pode ser estendida indefinidamente.

3. Ser é uma reta e P é um ponto fora de 7, entdo existe uma tinica
reta s paralela a reta r e passando por P.

Um teorema é uma verdade que ndo se torna evidente sendo por
meio de uma prova.

Observacao 1.1.3 Um teorema é composto de duas partes:
12. Hipdtese — é o conjunto de suposigdes.

2



1.1. INTRODUCAO HISTORICA

23, Tese — é a consequéncia que o raciocinio deduz da hipétese, por
meio de verdades ja conhecidas.

Exemplo 1.1.4 (Teorema de Pitidgoras)! Em qualquer tridngulo retan-
gulo, a drea do quadrado cujo lado é a hipotenusa ¢é igual a soma das
dreas dos quadrados que tém como lados cada um dos catetos.

Um lema é um teorema auxiliar. Finalmente, um coroldrio é uma
proposicdo que é uma consequéncia de um teorema previamente
provado.

Esses agrupamentos de axiomas e postulados ja eram conhecidos
em Aristételes? e em Euclides® como nogdes comuns e postulados. A
partir dessas afirmagdes e de um certo niimero de defini¢des, Euclides
demonstrou 465 teoremas em uma sequéncia légica. Por exemplo, o
quinto postulado de Euclides, em sua forma original, foi enunciado
como:

Es — Se uma linha reta intercepta duas outras linhas retas formando
angulos interiores no mesmo lado menor do que dois Angulos retos, as duas
linhas retas, se prolongadas indefinidamente, se interceptardo no lado em que
a soma é menor que dois Angulos retos, confira Figura 1.1.

Proclus* descreveu a controvérsia que estava se formando com
relacdo a esse postulado mesmo nessa época, sendo ele préprio a favor
da eliminacdo do postulado por classifica-lo de ingénuo, plausivel e
sem carater de necessidade logica.

No periodo Renascentista (séculos XV e XVI) iniciou-se novo
periodo de controvérsias com relagdo ao quinto postulado a partir
dos outros postulados, ou seja, demonstrd-lo a partir dos outros
postulados e axiomas da geometria, usando principios da légica.
Vamos dar uma pausa para relembrar a defini¢do de retas paralelas.

1 Pitdgoras de Samos, 580-500, a.C., matematico e filésofo grego.
2 Aristételes, 384-322, a.C., fil6sofo grego.

3 Buclides de Alexandria, 330-260, a.C., matematico grego.

4 Proclus Lycaeus, 410-485, d.C, fil6sofo grego.
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CAPITULO 1. O METODO AXIOMATICO

.=
—

Figura 1.1. Quinto postulado de Euclides.

Duas retas distintas 7 e s, em Geometria Plana, sio chamadas de
paralelas se ndo se interceptam, isto é, r # s e rNs = (. Assim,
atualmente, o quinto postulado de Euclides é enunciado como:

Es — Dada uma reta r e um ponto P fora de r, existe uma e somente uma
reta s que contém P e é paralela a reta r, confira Figura 1.2.

P

Figura 1.2. Geometria Euclidiana.

Note que esse postulado afirma que retas paralelas existem.
No século dezenove, Lobachevsky,5 em 1820, Gauss® e Bolyai7
em 1823, descobriam que poderiam obter uma teoria matemaética

5 Nikolai Ivanovich Lobachevsky, 1792-1856, matemético russo.
6 Carl Friedrich Gauss 1777-1855, matematico alemao.

7 Janos Bolyai, 1802-1860, matematico htingaro.

4



1.1. INTRODUCAO HISTORICA

“consistente” partindo de um postulado que afirma a existéncia de
infinidade de retas paralelas contendo P.

Postulado de Lobachevsky-Gauss-Bolyai. Dada uma reta r e um
ponto P fora de r, existem pelo menos duas retas s e t que contém P e sdo
paralelas a reta r.

Figura 1.3. Geometria Hiperbolica.

Um “modelo” para esta geometria é dado pelo o semiplano H, em
que as retas sdo semirretas e semicirculos perpendiculares a reta que
determina o semiplano, confira Figura 1.3.

8

Riemann®, descobriu uma nova geometria partindo de um

postulado que nega a existéncia de retas paralelas.

Postulado de Riemann. Duas retas nunca sdo paralelas.

P

Figura 1.4. Geometria Esférica.

Um modelo para esta geometria é dado pela esfera S?, em que as
retas sdo os circulos maximos, ou seja, as interse¢des de S2 com os
planos 7t contendo o centro de S?, confira Figura 1.4.

8 Georg Friedrich Bernhard Riemann, 1826-1866, matematico aleméo.
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CAPITULO 1. O METODO AXIOMATICO

Com esses postulados, temos trés tipos de geometrias. Em cada
uma dessas geometrias, é claro que precisamos de muitos outros
postulados.

Hilbert’, em 1899, no seu célebre trabalho “Fundamentos da
Geometria”, apresenta a ideia de que apenas um nome — axiomas —
deve ser usado com relagdo as proposi¢des fundamentais, e de que
certos termos bésicos, como ponto e reta, sao deixados completamente
indefinidos.

Embora esse trabalho de Hilbert seja reconhecido por muitos
como sendo o primeiro a tratar de método axiomdtico em sua
forma moderna, devemos reconhecer que ideias andlogas também
apareceram em trabalhos de outros estudiosos da época.

Em 1882, apareceu a primeira edigio do livto de Pasch!”
“Vorlesungen iiber Neuere Geometrie.” Pasch baseou seu tratamento
da geometria em um pequeno nimero de “conceitos nucleares” e
“proposigdes nucleares”, que sdo introduzidas, respectivamente sem
definicdo e sem demonstragdes, mas que ele acredita terem uma base
comum de aceitagdo pela nossa experiéncia. Depois que o sistema
béasico de proposi¢des (axiomas) é introduzido, a dedugdo légica das
outras proposi¢des do sistema é obtida de forma rigorosa. Suas ideias
foram descritas por ele mesmo como segue:

Na realidade, se a geometria deve ser dedutiva, a dedugio deve
ser independente do significado dos conceitos geométricos, da
mesma forma que deve ser independente de diagramas; somente
as relagdes especificadas nas proposicdes e definicoes (teoremas)
empregadas podem ser usadas. Durante a demonstragio é 1itil e
correto, mas de modo algum necessdrio, pensar no significado
dos termos; alids, se for necessdrio proceder desse modo a
ineficiéncia da prova estd clara. Se, entretanto, um teorema
é rigorosamente derivado de um conjunto de proposicdes (os
axiomas), a demonstragdo tem um valor que transcende o objetivo

9 David Hilbert, 1862-1943, matemaético alemao.

10 Moritz Pasch, 1843-1930, matemaético alemao.

6



