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Prefácio

A mecânica quântica é um dos pilares fundamentais da física moderna. Forma com a mecânica clássica, o
eletromagnetismo e a mecânica estatística a base fundamental na formação de um físico. Este texto está ba-
seado em um curso de pós-graduação em mecânica quântica que ministrei nos últimos anos no INSTITUTO

DE FÍSICA DA UNIVERSIDADE DO ESTADO DO RIO DE JANEIRO.
O objetivo do texto é apresentar a mecânica quântica numa forma moderna, desde os conceitos funda-

mentais, passando pelas ferramentas matemáticas da mecânica quântica, a dinâmica quântica, a equação de
onda de Schrödinger – Fundamentos e Aplicações, método WKB, integrais de caminho de Feynman, pro-
priedades gerais do momentum angular, espalhamento e simetrias, teorema de Bell e suas consequências,
até as equações relativística. Ainda incluímos vários exemplos atuais, suas aplicações (técnico - científica) e
experimentos recentes. Tento colocar no texto as informações que deverão ser úteis aos estudantes que irão
utilizá-lo. Os tópicos introduzidos são tratados de forma compreensiva, procurando-se expor claramente as
deduções dos principais resultados. Espera-se que o estudante tenha familiaridade com o material básico de
um curso de estrutura da matéria (um ano) e mecânica analítica (nível de graduação), bem como de álgebra
linear e de física matemática abordados nos cursos de Física.

Neste texto, os temas da mecânica quântica foram divididos em 15 capítulos, distribuídos em dois volu-
mes. No volume 1, temos: Introdução aos Conceitos Fundamentais; Ferramentas Matemáticas da Mecânica
Quântica; Dinâmica Quântica; A Equação de Schrödinger - Teoria e Aplicações; Método de Aproximação
WKB; Integrais de Caminho de Feynman; Teoria do Momentum Angular e Propriedades Gerais; Espalha-
mento. No volume 2, temos: Simetrias na Mecânica Quântica; Emaranhamento Quântico, EPR, Teorema
de Bell e Suas Consequências; Métodos de Aproximação - Métodos Perturbativos; Teoria Formal do Es-
palhamento; Partículas Idênticas; Quantização do Campo Eletromagnético e Equações Relativísticas. Este
texto poderá ser usado por estudantes avançados de graduação e por estudantes de pós-graduação, além de
ser usado para consultas e preparação de tópicos especiais.

Agradecimentos Desejo agradecer aos estudantes que proporcionaram a motivação para escrever este
texto. Em especial André Calvet Correa solucionando problemas em teoria de perturbação e colisões, Ana
Thereza Bastos Garcia da Rosa desenvolvendo através das integrais de caminho o problema do oscilador
harmônico forçado, Alan Guzmán colaborando com teoria de gauge e monopolos magnéticos, Márcio Capri
(hoje professor do Instituto de Física da Universidade do Estado do Rio de Janeiro) que solucionou os
problemas propostos durante o período em que foi meu monitor no curso de graduação, Jordan Martins que
propôs problemas interessantes quando foi meu estudante de graduação, André Sá de Mattos e Tais Dias
Izidoro que estudaram com detalhes a solução do oscilador harmônico usando as funções hipergeométricas,
além de Marcello Fernandes Malvão Luciano pela discussões dos fundamentos da mecânica quântica.
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Capítulo 9
Simetrias na Mecânica Quântica

As leis de conservação de energia, momentum linear e momentum angular são válidas tanto na mecânica
clássica como na mecânica quântica e resultam da invariância da teoria em relação às operações de trans-
lações no tempo e no espaço e em relação às rotações.1 Essas leis estão portanto ligadas a princípios de
invariância ou de simetria.

9.1 Simetrias na Física Clássica e Quântica

Simetrias na Mecânica Clássica Em 1918, Emmy Noether2 demonstrou que as leis de conservação
da física estão relacionadas com simetrias, i.e., para cada simetria da lagrangiana corresponde uma lei de
conservação (e vice-versa). Quando a lagrangiana L é invariante sob uma translação temporal, ou uma
translação do espaço, ou uma rotação espacial, as leis de conservação que estão envolvidas são a energia, o
momentum linear, ou o momentum angular, respectivamente.

Seja a transformação no espaço de configuração

qj → q′j = (h(ϵi) q)j , (9.1)

em que h(ϵi) é um operador M h−−−−→M (M espaço de configuração), o qual depende continuamente de
p parâmetros ϵi ∈ R, i = 1, 2, · · · , p. Dizemos que h é uma simetria se deixa invariante as equações de
movimento. A seguir, consideremos transformações infinitesimais, e manteremos em primeira ordem nos
parâmetros ϵi ≡ dϵi. Levamos a convenção de que para ϵi = 0, a transformação é a identidade e designamos
por δL = L(q′, q̇′, t)− L(q, q̇, t).

Casos:

• δL = 0.

Temos

(h(ϵi) q)j = qj + δqj em que δqj =
∑
i

(
∂h

∂ϵi
q

)

j

dϵi .

1 Ver H. Goldstein, Classical mechanics (1980); L. D. Landau and E. M. Lifshitz, Mechanics (1993), J. J. Sakurai and J. Napoli-
tano, Modern quantum mechanics (2021); L. D. Landau and E. M. Lifshitz, Quantum mechanics (1989).

2 Amalie Emmy Noether (1882-1935), matemática alemã.

1
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2 CAPÍTULO 9 SIMETRIAS NA MECÂNICA QUÂNTICA

Desenvolvendo δL, temos

δL =
∑
j,i

[
∂L

∂qj

(
∂h

∂ϵi
q

)

j

+
∂L

∂q̇j

d

dt

(
∂h

∂ϵi
q

)

j

]
dϵi

=
∑
j,i

[
d

dt

∂L

∂q̇j

(
∂h

∂ϵi
q

)

j

+
∂L

∂q̇j

d

dt

(
∂h

∂ϵi
q

)

j

]
dϵi

=
∑
j,i

d

dt

[
∂L

∂q̇j

(
∂h

∂ϵi
q

)

j

]
dϵi = 0 .

Logo, ∑
j

∂L

∂q̇j

(
∂h

∂ϵi
q

)

j

= constante , (9.2)

em que temos i = 1, 2, · · · , p constantes de movimento.

• δL = dδF
dt , δF = Fi dϵi.

É claro, pelo desenvolvimento anterior, que:

δL =
dδF

dt
⇒ d

dt


∑

j

∂L

∂q̇j

(
∂h

∂ϵi
q

)

j


 dϵi =

dFi

dt
dϵi .

Logo, as constantes de movimento são

∑
j

∂L

∂q̇j

(
∂h

∂ϵi
q

)

j

− Fi = constante , (9.3)

em que i = 1, 2, · · · , p.

Em geral, dado um sistema mecânico com n graus de liberdade, este contém 2n constantes de integração
e, portanto, temos 2n constantes de movimento. Em um sistema fechado, sempre podemos reescrever as
ditas constantes de movimento tal que uma delas seja simplesmente uma troca da origem no tempo,

qi = qi(t, c
′
1, c

′
2, · · · , c′2n) → qi = qi(t+ t0, c1, c2, · · · , c2n−1) ,

com t0 = t0(c′) e ci = ci(c′). Desse modo, realmente teremos 2n− 1 constantes de movimento não triviais.

– Teorema de Conservação da Energia:

Primeiramente, vamos considerar a lei de conservação resultante da homogeneidade do tempo em um sis-
tema fechado. Em virtude dessa homogeneidade, a lagrangiana não depende explicitamente do tempo t, i.e.,
∂L
∂t = 0. Logo, a derivada total no tempo da lagrangiana será,

dL

dt
=

∑
i

∂L

∂q̇i
q̈i +

∑
i

∂L

∂qi
q̇i

=
∑
i

∂L

∂q̇i
q̈i +

∑
i

d

dt

∂L

∂q̇i
q̇i

=
d

dt

(∑
i

∂L

∂q̇i
q̇i

)
.
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9.1 SIMETRIAS NA FÍSICA CLÁSSICA E QUÂNTICA 3

Essa relação implica que,
d

dt

(∑
i

∂L

∂q̇i
q̇i − L

)
= 0 .

Assim, temos que a quantidade ∑
i

∂L

∂q̇i
q̇i − L ≡ E , (9.4)

que é uma constante de movimento e denominamos de energia do sistema. Esse é o teorema de conservação
da energia.

Dessa última relação, observe que:

E ≡
∑
i

q̇i
∂L

∂q̇i
− L =

∑
i

q̇i pi − L = H ,

na qual temos a função hamiltoniana H (que representa a energia total do sistema) e pi são os momenta
canônicos.

– Teorema de Conservação do Momentum Linear:

Aqui, vamos considerar a lei de conservação resultante da homogeneidade do espaço, da qual segue que
a lagrangiana de um sistema fechado é invariante quando sujeito a um deslocamento global ϵ⃗ de todo
o sistema. Logo, r⃗′i = r⃗i + ϵ⃗. Desenvolvendo a variação da lagrangiana, δL, até primeira ordem em ϵ⃗,
encontramos

δL =
∑
i

∂L

∂⃗ri
· δ⃗ri = ϵ⃗ ·

∑
i

∂L

∂⃗ri
.

dado que ϵ⃗ é arbitrário, a condição δL = 0 é equivalente à
∑

i
∂L
∂⃗ri

= 0. Logo,

δL = ϵ⃗ ·
∑
i

d

dt

∂L

∂ ˙⃗r i

= ϵ⃗ ·
d

dt

∑
i

∂L

∂ ˙⃗r i

= 0

=⇒
∑
i

∂L

∂ ˙⃗r i

= p⃗ = constante . (9.5)

No caso de partículas que não interagem:

L =
∑
i

1

2
mi v

2
i ⇒ p⃗ =

∑
i

mi v⃗i .

Assim, a homogeneidade do espaço implica que o momentum linear de um sistema fechado é constante no
tempo. Esse é o teorema de conservação do momentum linear.

A forma do momentum linear p⃗ é independente de, se o sistema estiver livre ou interagindo. As três
componentes do momentum são todas conservadas somente na ausência de um campo externo. Contudo,
componentes individuais poderão ser conservadas na presença de um campo, se a energia potencial no
campo não depende das coordenadas cartesianas, i.e., são aquelas associadas a deslocamentos ao longo de
direções nas quais os campos externos são invariantes.

Em coordenadas generalizadas, chamamos

pi =
∂L

∂q̇i
(9.6)
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′
2, · · · , c′2n) → qi = qi(t+ t0, c1, c2, · · · , c2n−1) ,

com t0 = t0(c′) e ci = ci(c′). Desse modo, realmente teremos 2n− 1 constantes de movimento não triviais.

– Teorema de Conservação da Energia:
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dL

dt
=

∑
i

∂L

∂q̇i
q̈i +

∑
i

∂L

∂qi
q̇i
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∑
i

∂L

∂q̇i
q̈i +

∑
i

d

dt

∂L

∂q̇i
q̇i

=
d

dt
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i

∂L

∂q̇i
q̇i

)
.
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Essa relação implica que,
d

dt

(∑
i

∂L

∂q̇i
q̇i − L

)
= 0 .

Assim, temos que a quantidade ∑
i

∂L

∂q̇i
q̇i − L ≡ E , (9.4)

que é uma constante de movimento e denominamos de energia do sistema. Esse é o teorema de conservação
da energia.

Dessa última relação, observe que:

E ≡
∑
i

q̇i
∂L

∂q̇i
− L =

∑
i

q̇i pi − L = H ,

na qual temos a função hamiltoniana H (que representa a energia total do sistema) e pi são os momenta
canônicos.

– Teorema de Conservação do Momentum Linear:

Aqui, vamos considerar a lei de conservação resultante da homogeneidade do espaço, da qual segue que
a lagrangiana de um sistema fechado é invariante quando sujeito a um deslocamento global ϵ⃗ de todo
o sistema. Logo, r⃗′i = r⃗i + ϵ⃗. Desenvolvendo a variação da lagrangiana, δL, até primeira ordem em ϵ⃗,
encontramos

δL =
∑
i

∂L

∂⃗ri
· δ⃗ri = ϵ⃗ ·

∑
i

∂L

∂⃗ri
.

dado que ϵ⃗ é arbitrário, a condição δL = 0 é equivalente à
∑

i
∂L
∂⃗ri

= 0. Logo,

δL = ϵ⃗ ·
∑
i

d

dt

∂L

∂ ˙⃗r i

= ϵ⃗ ·
d

dt

∑
i

∂L

∂ ˙⃗r i

= 0

=⇒
∑
i

∂L

∂ ˙⃗r i

= p⃗ = constante . (9.5)

No caso de partículas que não interagem:

L =
∑
i

1

2
mi v

2
i ⇒ p⃗ =

∑
i

mi v⃗i .

Assim, a homogeneidade do espaço implica que o momentum linear de um sistema fechado é constante no
tempo. Esse é o teorema de conservação do momentum linear.

A forma do momentum linear p⃗ é independente de, se o sistema estiver livre ou interagindo. As três
componentes do momentum são todas conservadas somente na ausência de um campo externo. Contudo,
componentes individuais poderão ser conservadas na presença de um campo, se a energia potencial no
campo não depende das coordenadas cartesianas, i.e., são aquelas associadas a deslocamentos ao longo de
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momenta generalizados e as derivadas da lagrangiana em relação as coordenadas generalizadas:

Qi =
∂L

∂qi
, (9.7)

se denominam forças generalizadas. Dessa forma, as equações de Lagrange são

ṗi =
d

dt

∂L

∂q̇i
= −∂V

∂qi
= Qi , (9.8)

pois V não é função das velocidades.
É interessante observar que a partir da Eq. (9.5) e aplicando as equações de Lagrange, temos:

∑
i

F⃗i = −
∑
i

∂V

∂⃗ri
=

∑
i

d

dt

∂L

∂ ˙⃗r i

= 0 . (9.9)

Ou seja, a soma de todas as forças que atuam sobre todas as partículas em um sistema fechado é nula.
Particularizando a Eq. (9.6) para duas partículas, F⃗1 + F⃗2 = 0, obtemos a lei da ação e reação, i.e., a
terceira lei de Newton.

Se decompomos o movimento em uma parte relativa ao centro de massa do sistema e outra própria
deste, temos

v⃗ = v⃗′ + V⃗

P⃗ =
∑
i

mi v⃗
′ +

∑
i

mi V⃗ =
∑
i

mi V⃗ ,

se P⃗′ =
∑

imi v⃗
′ = 0 encontramos a velocidade relativa V⃗. Logo,

V⃗ =
P⃗∑
imi

=

∑
imi v⃗i∑
imi

. (9.10)

– Teorema de Conservação do Momentum Angular:

O teorema de conservação do momentum angular está associado a isotropia do espaço, i.e., as propriedades
mecânicas de um sistema fechado não são afetadas pela orientação do sistema. Em particular, a lagrangi-
ana de um sistema fechado não muda se o mesmo sofrer um giro por um ângulo infinitesimal, como está
mostrado na Fig. 9.1. Considerando uma rotação infinitesimal δϕ e o eixo de giro n̂, matematicamente, o
deslocamento diferencial pode ser escrito como,

δ⃗ri = δϕ⃗× r⃗i , δv⃗i = δϕ⃗× v⃗i , (9.11)

em que δϕ⃗ = n̂δϕ é a quantidade cuja grandeza é igual ao ângulo de rotação infinitesimal e aponta ao
longo do movimento. A alteração da lagrangiana L, causada pela rotação infinitesimal é

δL =
∑
i

(
∂L

∂⃗ri
· δ⃗ri +

∂L

∂v⃗i
· δv⃗i

)
=

∑
i

(
˙⃗p i · δ⃗ri + p⃗i · δv⃗i

)

=
∑
i

[
˙⃗p i ·

(
δϕ⃗× r⃗i

)
+ p⃗i ·

(
δϕ⃗× v⃗i

)]
= δϕ⃗

∑
i

(
r⃗i × ˙⃗p i + v⃗i × p⃗i

)
= 0 ,

ou seja
d

dt

(∑
i

r⃗i × p⃗i

)
= 0 ⇒ L⃗ =

∑
i

r⃗i × p⃗i = constante , (9.12)
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Figura 9.1 Rotação - isotropia do espaço.

o que implica que a quantidade conservada é o momentum angular L⃗.
Um corolário importante desse teorema é o seguinte: considere um sistema em um campo externo de

força. Se o campo possuir um eixo de simetria, então a lagrangiana do sistema é invariante com relação às
rotações sobre o eixo de simetria. Tendo em conta que as manipulações levadas em consideração nesse e
no item anterior, uma vez empregadas as equações de movimento de Lagrange em coordenadas cartesianas,
só são válidas na ausência de vínculos. Não obstante, na presença de vínculos holônomos para sistemas
fechados, sempre é possível definir um momentum linear e um momentum angular invariantes empregando
o formalismo do teorema de Noether, (9.2), e aplicando as translações e rotações, respectivamente, se os
vínculos são por sua vez invariantes, em ordem, sob translações e rotações.

Simetrias na Mecânica Quântica Uma transformação do estado ket de um sistema físico é uma sime-
tria se os estados transformados derem lugar às mesmas leis físicas encontradas nos estados considerados
inicialmente.

Consideremos um operador unitário U que transforma um dado estado físico |ψ⟩ no estado |ψ′⟩. Nesta
seção torna-se comum chamar U de operador de simetria, independentemente do próprio sistema físico
possuir a simetria correspondente a U . Assim, temos

|ψ′⟩ = U |ψ⟩ (9.13a)

⟨ψ′| = ⟨ψ|U † . (9.13b)

O estado físico considerado é dito invariante com relação à transformação U se o valor esperado da
hamiltoniana para quaisquer dois estados |ψ⟩ e |ϕ⟩ permanece inalterados por tal transformação, i.e.,

⟨ψ′|H|ϕ′⟩ = ⟨ψ|H|ϕ⟩ . (9.14)

Usando as relações dadas em (9.13a) e (9.13b) na relação acima, encontramos

⟨ψ|U †HU |ϕ⟩ = ⟨ψ|H|ϕ⟩ → ⟨ψ|U †HU −H|ϕ⟩ = 0

→ U †HU −H = 0

→ U †HU = H (9.15)

o que equivale a dizer que

UU †HU − UH = 0 → HU − UH = 0 → [U,H] = 0 . (9.16)


