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10.4 Rede Rećıproca e Zona de Brillouin . . . . . . . . . . . . . . . 252
10.5 Condição de Contorno Cı́clica . . . . . . . . . . . . . . . . . . 254
10.6 Grupo de Ponto . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 255
10.7 Classificação dos Estados Eletrônicos . . . . . . . . . . . . . . 256
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resistente a imperfeições do material.

Agradecemos aos editores, aos professores, aos muitos alunos e leitores
que nos conduziram a esta nova edição, expressando a nossa imensa satis-
fação por isso.

K. Watari
A. Fazzio

São Paulo, dezembro de 2025.





Prefácio da Segunda
Edição

Nesta segunda edição, um novo caṕıtulo, que trata da simetria axial
em moléculas lineares (caṕıtulo 7, “Moléculas Lineares”), foi inclúıdo para
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Prefácio

Esta obra é dirigida primordialmente aos estudantes de graduação em
F́ısica, Qúımica e Engenharia de Materiais que tenham um conhecimento
de Estrutura da Matéria ou de Mecânica Quântica em ńıvel elementar. A
intenção dos autores é que este seja o livro de primeira leitura em teoria de
grupos finitos aplicado aos problemas de Ciência dos Materiais.

Após ministrar esse curso diversas vezes para estudantes de pós-gra-
duação do Instituto de F́ısica da Universidade de São Paulo, sentimos a
necessidade de escrever um texto acesśıvel para aqueles que pretendem se-
guir a carreira de pesquisador, tanto teórico quanto experimental, na área de
F́ısica dos Materiais. Sabemos que existem excelentes livros textos sobre a
Teoria de Grupo dirigidos para áreas de F́ısica Molecular e do Estado Sólido.
Entretanto, muitas vezes, as ideias ali apresentadas parecem desconectadas
das aplicações, por exigir do leitor conhecimentos mais avançados da Teoria
Quântica e de Matemática. Isso tem levado estudantes a criar uma aversão
ao estudo da Teoria de Grupo aplicada. Há também inúmeros livros textos
extremamente elementares sobre a Teoria de Grupo, deixando o estudante
com a ilusão de ter aprendido após a sua leitura. Contudo, no primeiro
momento em que necessitam desse conhecimento para aplicá-lo a seu pro-
blema espećıfico de pesquisa ou para entender um artigo cient́ıfico sentem-se
frustrados, pois percebem o quão incompletos estão os seus conhecimentos
da matéria. Hoje em dia, trabalhos cient́ıficos na área de materiais usam
conceitos técnicos e notações que integram a “linguagem” da Teoria de Gru-
po. Mas esse vocabulário especializado, que parece ser complexo, não faz
parte do dia-a-dia de um estudante de graduação e de ingressantes na pós-
graduação. Nosso objetivo é, portanto, fornecer um conhecimento básico da
Teoria de Grupo aplicada, para que o aluno tenha os elementos necessários
para poder usá-la de forma independente em seu campo de trabalho.

Sempre que iniciávamos nossas aulas de Teoria de Grupo através de de-
finições e teoremas matemáticos, os mais impacientes sempre perguntavam:
“Para que serve isso?” ou “Onde iremos chegar?” Nós, então, dedicávamos
uma aula procurando mostrar sua relevância, em áreas de atuação como
na F́ısica, na Qúımica, na Biologia, nas Artes Plásticas, na Literatura etc.
Neste livro iniciamos com definições e teoremas; continuando a leitura, o
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leitor verá a beleza de uma matemática aplicada.

Grosso modo, a obra pode ser dividida em duas partes. Nos caṕıtulos 1
ao 5 , são apresentados conceitos básicos e teoremas necessários para uma
boa compreensão da Teoria de Grupo. Nos caṕıtulos 6 ao 9 , encontram-se
algumas aplicações mais importantes.

O caṕıtulo 1 fornece conceitos básicos e teoremas referentes à Teoria dos
Conjuntos e às estruturas algébricas modernas em ńıvel elementar. Como a
Teoria de Grupo é uma parte da estrutura da Álgebra Moderna, as noções
selecionadas são muito úteis, principalmente nas abstrações. O caṕıtulo 2
apresenta definições e conceitos de grupo propriamente dito, do ponto de
vista puramente matemático. No caṕıtulo 3 , são mostrados a associação
das operações de simetria de moléculas com os elementos de grupo e o
procedimento sistemático para classificá-lo segundo as simetrias envolvidas.
O caṕıtulo 4 , por sua vez, contém a teoria de representações, na qual os
conceitos de redutibilidade e irredutibilidade são investigados. Teoremas re-
ferentes a representações irredut́ıveis são apresentados e demonstrados. A
tabela de caracteres, em que os grupos são classificados, e as representações
irredut́ıveis de cada um deles é o assunto do caṕıtulo 5 . Discute-se, ain-
da, construção de uma tabela de caracteres baseada em teoremas estudados
no caṕıtulo 4 , mostrando uma lista de tabelas de caracteres. Enfatizamos
neste ponto que os caṕıtulos 4 e 5 constituem o cerne do aprendizado das
aplicações da Teoria de Grupo. O caṕıtulo 6 é onde começam de fato as
aplicações da Teoria de Grupo em problemas da F́ısica. Examina-se a cone-
xão da Teoria de Grupo com a Mecânica Quântica para se estudar os estados
eletrônicos de átomos, moléculas e aglomerados. O caṕıtulo 7 , por seu tur-
no, é dedicado à aplicação da Teoria de Grupo em sistemas com estados
multieletrônicos. Já a aplicação na determinação das regras de seleção em
excitações eletrônicas e vibracionais é discutida no caṕıtulo 8 . Finalmente,
o sistema cristalino é objeto do caṕıtulo 9 , enfatizando-se noções básicas
de cálculo de faixas de energia de um cristal com a aplicação da Teoria de
Grupo.

Os autores agradecem aos professores e aos alunos que fizeram leituras
cŕıticas e inúmeras sugestões. Agradecemos também ao professor Luis Vidal
Negreiros Gomes e à Editora da Universidade Federal de Santa Maria pela
cedência das figuras e a capa deste livro.

A. Fazzio
K. Watari

Universidade de São Paulo
Instituto de F́ısica

São Paulo, fevereiro de 1998.



1

Definições e Teoremas

Para a compreensão do assunto abordado neste livro, são de fundamental
importância as definições e os teoremas apresentados a seguir.

1.1 Conjuntos e Operações

O propósito de se começar com um resumo a respeito de Teoria dos
Conjuntos e algumas estruturas algébricas modernas é uma tentativa de
apresentar uma visão unificada daquilo que poderia parecer um tópico de
matemática com alto grau de abstração. O interesse deste livro não é uma
visão matemática completamente abstrata, mas o uso de abstração é útil
na compreensão de muitos prinćıpios matemáticos modernos que o leitor
fatalmente terá de enfrentar. Aqui se encontram somente as definições e os
teoremas imprescind́ıveis para o desenvolvimento dos tópicos da Teoria de
Grupo nos caṕıtulos e nas secções adiante.

Definição 1.1 — Um conjunto é uma coleção de entidades bem definidas
chamadas elementos ou objetos. Esses elementos podem ser números, pessoas,
animais, páıses, rios, livros etc.

Neste livro, será adotada a convenção comum de denotar conjuntos por
letras maiúsculas A , B , C etc., e os elementos por letras minúsculas a ,
b , c etc. Um conjunto pode ser apresentado na forma tabular, como em

A = {a, b, c, p, t} ,

ou na forma de construção, em que se descrevem determinadas propriedades
que devem ser satisfeitas pelos elementos, como em

E = { x | x é múltiplo de 3 }
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ou em
E = { x | x é primo} .

Se um elemento x pertencer ao conjunto A , diz-se que x pertence a
A , ou x está em A e é denotado por:

x ∈ A .

Por outro lado, se x é um elemento qualquer e se A é um conjunto, então,
admite-se que se saiba se x pertence a A ou se x não pertence a A . Se
x não pertencer a A , denota-se por:

x �∈ A .

Um conjunto pode ser classificado em:

Conjunto Vazio – se o número de elementos for zero. Denota-se por { }
ou ∅ . Note que quando escrever {∅} , não se trata de
um conjunto vazio.

Conjunto Finito – se o número de elementos for finito. Exemplo: Os con-
juntos {−1, 1, 2} e {a, e, i, o, u} são conjuntos finitos.

Conjunto Infinito Enumerável – se o número de elementos for infinito e
se puder associar, a cada elemento, um número na-
tural numa correspondência um a um, tal como em
{2, 4, 6, . . .} e {1, 4, 7, 10, . . .} que são exemplos de
conjuntos infinitos e enumeráveis.

Conjunto Infinito não-Enumerável – se o número de elementos for infinito
e se não puder fazer a associação um a um de números
naturais a cada elemento. Um exemplo familiar deste
tipo de conjunto é o dos números reais.

Definição 1.2 — Seja um conjunto E = {a, b, c, d, . . .} . Operação entre
dois elementos desse conjunto é definida e simbolizada como:

a b = c ,
b a = d .

No primeiro caso, diz-se que “ a operando sobre b resulta c ” e, no segundo
caso, “ b operando sobre a resulta d ” . Essas simbolizações não necessaria-
mente significam multiplicações e nem que c = d .

Para um conjunto finito, cujo número de elementos é pequeno, pode ser
conveniente usar uma tabela de operação que a define. Por exemplo, seja


