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a natureza, legando-nos a maravilhosa dadiva das uvas
muito apreciadas por Noé, produziu apenas uma das for-
mas, e deixou para Pasteur produzir a outra! ... a maioria
dos numerosos compostos de carbono ocorrem na natureza
somente na forma levégira ou dextrogira.

Simetria

Hermann Weyl






Prefacio da Terceira
Edicao

Nesta edicao foi incluida uma breve discussao sobre Grupo Duplo na
seccao 8.4, atendendo sugestao de véarios leitores. Além disso, foi também
acrescentado um novo capitulo que trata de Topologia nos Materiais, relacio-
nada a transicao que reflete uma estrutura topoldgica dos estados quanticos,
resistente a imperfeigoes do material.

Agradecemos aos editores, aos professores, aos muitos alunos e leitores
que nos conduziram a esta nova edigao, expressando a nossa imensa satis-
fagao por isso.

K. Watari
A. Fazzio
Sao Paulo, dezembro de 2025.






Prefacio da Segunda
Edicao

Nesta segunda edicao, um novo capitulo, que trata da simetria axial
em moléculas lineares (capitulo 7, “Moléculas Lineares”), foi incluido para
completar o tema que os livros didaticos existentes tratam, geralmente, ou
de forma muito superficial ou apresentam uma formulagao demasiadamente
complexa, que fogem dos objetivos de um curso introdutério. Os professores
que adotaram este livro, para ministrarem curso de Teoria de Grupos, sen-
tiram também a necessidade de incluir este assunto, de forma que grupos
continuos fossem mais explorados. Além disso, pequenas inclusées foram
feitas no capitulo que trata da simetria translacional, como, por exemplo,
aplicagoes usando o método “Tight-Binding”.

Agradecemos aos editores, aos professores e aos muitos alunos pelos
incentivos para trabalhar nesta segunda edigao. Gostariamos de registrar
também a nossa imensa satisfacdo ao receber o convite da Editora para a
publicacao de uma nova edigao.

K. Watari
A. Fazzio
Universidade de Sao Paulo
Instituto de Fisica

Sao Paulo, fevereiro de 2009.






Prefacio

Esta obra é dirigida primordialmente aos estudantes de graduagao em
Fisica, Quimica e Engenharia de Materiais que tenham um conhecimento
de Estrutura da Matéria ou de Mecanica Quéntica em nivel elementar. A
intencao dos autores é que este seja o livro de primeira leitura em teoria de
grupos finitos aplicado aos problemas de Ciéncia dos Materiais.

Apdbs ministrar esse curso diversas vezes para estudantes de pods-gra-
duagdo do Instituto de Fisica da Universidade de Sao Paulo, sentimos a
necessidade de escrever um texto acessivel para aqueles que pretendem se-
guir a carreira de pesquisador, tanto tedrico quanto experimental, na drea de
Fisica dos Materiais. Sabemos que existem excelentes livros textos sobre a
Teoria de Grupo dirigidos para areas de Fisica Molecular e do Estado Sélido.
Entretanto, muitas vezes, as ideias ali apresentadas parecem desconectadas
das aplicagoes, por exigir do leitor conhecimentos mais avancados da Teoria
Quantica e de Matemaética. Isso tem levado estudantes a criar uma aversao
ao estudo da Teoria de Grupo aplicada. H4 também intimeros livros textos
extremamente elementares sobre a Teoria de Grupo, deixando o estudante
com a ilusao de ter aprendido apds a sua leitura. Contudo, no primeiro
momento em que necessitam desse conhecimento para aplica-lo a seu pro-
blema especifico de pesquisa ou para entender um artigo cientifico sentem-se
frustrados, pois percebem o quao incompletos estao os seus conhecimentos
da matéria. Hoje em dia, trabalhos cientificos na drea de materiais usam
conceitos técnicos e notagoes que integram a “linguagem” da Teoria de Gru-
po. Mas esse vocabulario especializado, que parece ser complexo, nao faz
parte do dia-a-dia de um estudante de graduagao e de ingressantes na pos-
graduacao. Nosso objetivo é, portanto, fornecer um conhecimento béasico da
Teoria de Grupo aplicada, para que o aluno tenha os elementos necessarios
para poder uséa-la de forma independente em seu campo de trabalho.

Sempre que inicidvamos nossas aulas de Teoria de Grupo através de de-
finigoes e teoremas matematicos, os mais impacientes sempre perguntavam:
“Para que serve isso?” ou “Onde iremos chegar?” Nés, entao, dedicdvamos
uma aula procurando mostrar sua relevancia, em areas de atuagao como
na Fisica, na Quimica, na Biologia, nas Artes Plasticas, na Literatura etc.
Neste livro iniciamos com defini¢gbes e teoremas; continuando a leitura, o
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leitor verd a beleza de uma matematica aplicada.

Grosso modo, a obra pode ser dividida em duas partes. Nos capitulos 1
ao b, sao apresentados conceitos bésicos e teoremas necessarios para uma
boa compreensao da Teoria de Grupo. Nos capitulos 6 ao 9, encontram-se
algumas aplicagoes mais importantes.

O capitulo 1 fornece conceitos basicos e teoremas referentes a Teoria dos
Conjuntos e as estruturas algébricas modernas em nivel elementar. Como a
Teoria de Grupo é uma parte da estrutura da Algebra Moderna, as nogoes
selecionadas sao muito uteis, principalmente nas abstragoes. O capitulo 2
apresenta definigoes e conceitos de grupo propriamente dito, do ponto de
vista puramente matematico. No capitulo 3, sao mostrados a associagao
das operacoes de simetria de moléculas com os elementos de grupo e o
procedimento sistematico para classifica-lo segundo as simetrias envolvidas.
O capitulo 4, por sua vez, contém a teoria de representacgoes, na qual os
conceitos de redutibilidade e irredutibilidade sao investigados. Teoremas re-
ferentes a representagoes irredutiveis sdo apresentados e demonstrados. A
tabela de caracteres, em que os grupos sao classificados, e as representacoes
irredutiveis de cada um deles é o assunto do capitulo 5. Discute-se, ain-
da, construgao de uma tabela de caracteres baseada em teoremas estudados
no capitulo 4, mostrando uma lista de tabelas de caracteres. Enfatizamos
neste ponto que os capitulos 4 e 5 constituem o cerne do aprendizado das
aplicagoes da Teoria de Grupo. O capitulo 6 é onde comecam de fato as
aplicagoes da Teoria de Grupo em problemas da Fisica. Examina-se a cone-
xao da Teoria de Grupo com a Mecanica Quantica para se estudar os estados
eletronicos de dtomos, moléculas e aglomerados. O capitulo 7, por seu tur-
no, é dedicado a aplicacao da Teoria de Grupo em sistemas com estados
multieletronicos. J& a aplicacao na determinacao das regras de selecao em
excitagoes eletronicas e vibracionais é discutida no capitulo 8. Finalmente,
o sistema cristalino é objeto do capitulo 9, enfatizando-se nocoes bésicas
de célculo de faixas de energia de um cristal com a aplicacao da Teoria de
Grupo.

Os autores agradecem aos professores e aos alunos que fizeram leituras
criticas e iniimeras sugestoes. Agradecemos também ao professor Luis Vidal
Negreiros Gomes e a Editora da Universidade Federal de Santa Maria pela
cedéncia das figuras e a capa deste livro.

A. Fazzio
K. Watari
Universidade de Sao Paulo
Instituto de Fisica

Sao Paulo, fevereiro de 1998.



1

Definicoes e Teoremas

Para a compreensao do assunto abordado neste livro, sdo de fundamental
importancia as defini¢cGes e os teoremas apresentados a seguir.

1.1 Conjuntos e Operacoes

O proposito de se comecar com um resumo a respeito de Teoria dos
Conguntos e algumas estruturas algébricas modernas é uma tentativa de
apresentar uma visao unificada daquilo que poderia parecer um tépico de
matematica com alto grau de abstracao. O interesse deste livro nao é uma
visao matemadatica completamente abstrata, mas o uso de abstragao é tutil
na compreensiao de muitos principios matemaéaticos modernos que o leitor
fatalmente terd de enfrentar. Aqui se encontram somente as definigoes e os
teoremas imprescindiveis para o desenvolvimento dos tépicos da Teoria de
Grupo nos capitulos e nas secgoes adiante.

Definigao 1.1 — Um conjunto é uma cole¢do de entidades bem definidas
chamadas elementos ou objetos. Esses elementos podem ser niimeros, pessoas,
animais, paises, rios, livros etc.

Neste livro, sera adotada a convencao comum de denotar conjuntos por
letras maiusculas A, B, C etc., e os elementos por letras minusculas a ,
b, ¢ etc. Um conjunto pode ser apresentado na forma tabular, como em

A:{a’ bﬂc’p7t}’

ou na forma de construgdo, em que se descrevem determinadas propriedades
que devem ser satisfeitas pelos elementos, como em

E={x|x é maltiplo de 3}
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ou em
E={xz|x é primo}.

Se um elemento z pertencer ao conjunto A, diz-se que z pertence a
A ou z estd em A e é denotado por:

reA.

Por outro lado, se = é um elemento qualquer e se A é um conjunto, entao,
admite-se que se saiba se x pertence a A ou se x nao pertence a A. Se
x nao pertencer a A, denota-se por:

rdA.

Um conjunto pode ser classificado em:

Congunto Vazio — se o numero de elementos for zero. Denota-se por {}
ou (. Note que quando escrever {}} , ndo se trata de
um conjunto vazio.

Conjunto Finito — se o nimero de elementos for finito. Exemplo: Os con-
juntos {—1, 1, 2} e {a, e, i, 0, u} sdo conjuntos finitos.

Conjunto Infinito Enumerdvel — se o nimero de elementos for infinito e
se puder associar, a cada elemento, um ndmero na-
tural numa correspondéncia um a um, tal como em
{2,4,6,...} e {1,4,7,10,...} que sdo exemplos de
conjuntos infinitos e enumeraveis.

Congunto Infinito ndo-Enumerdvel — se o niimero de elementos for infinito
e se nao puder fazer a associacao um a um de nimeros
naturais a cada elemento. Um exemplo familiar deste
tipo de conjunto é o dos nimeros reais.

Definicao 1.2 — Seja um conjunto E = {a, b, ¢, d, ...} . Operagao entre
dois elementos desse conjunto é definida e simbolizada como:

ab = ¢,
ba = d.

No primeiro caso, diz-se que “a operando sobre b resulta c¢” e, no segundo
caso, “b operando sobre a resulta d” . Essas simbolizacdes ndo necessaria-
mente significam multiplicagbes e nem que ¢ =d.

Para um conjunto finito, cujo nimero de elementos é pequeno, pode ser
conveniente usar uma tabela de operacdo que a define. Por exemplo, seja



