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Este livro, parte de um projeto com dois volumes, é para ser usado em um curso de
Calculo com varias variaveis, nas engenharias, licenciaturas e bacharelados em Fisica, Quimica e,
princialmente, em Matematica. Todo o texto tem origem a partir de nossas notas de aula, tanto
na graduacdo, como em cursos de verao que lecionamos no IMECC (UNICAMP) e no ICMC
(USP/SC). Portanto, deixamos aqui nossos agradecimentos aos alunos, que nao foram poucos,
que contribuiram com varias sugestoes e corregoes. Este volume é composto de seis capitulos,
que serao descritos a seguir.

O primeiro capitulo, intitulado Vetores e Fun¢des Vetoriais, aborda desde as nocoes basicas
de Geometria Analitica e Algebra Linear até a construcao de uma série de conjuntos, essenciais
para a compreensao dos conceitos geométricos ligados as fungoes vetoriais, tais como graficos,
conjuntos definidos implicitamente e as superficies parametrizadas, onde parametrizamos, em
particular, os graficos e as superficies de revolucao. Quanto ao conteido de Algebra Linear,
ele envolve principalmente as transformacoes lineares, que sao usadas fortemente no capitulo 5,
Aplicacoes Diferenciaveis, onde é trabalhado com rigor, e muitos exemplos, a no¢ao de aplicac¢oes
diferenciaveis, no sentido de Fréchet: aquelas que podem ser aproximadas por fungoes lineares.
No capitulo 5, também é considerada a Regra da Cadeia, em todas as suas formas, tanto classica,
quanto moderna, e varias aplicacoes deste teorema sao feitas, inclusive derivagdes de segunda
ordem de fung¢des compostas, momento onde é definida a matriz hessiana.

O segundo capitulo, Célculo das Curvas Parametrizadas, que poderia fazer parte de um
livto de Geometria Diferencial, apresenta desde as nocoes basicas de limite, continuidade e
derivabilidade de curvas até a geometria diferencial desses objetos, passando por curvatura,
tor¢ao e referencial de Frenet. Caracterizagao das curvas planas e de circulos no espaco sao
apresentadas como aplicagoes das equagoes de Frenet.

Vamos ao terceiro, Fungdes Continuas. L&, estudamos a nocao de limite e continuidade
das funcgoes vetoriais, isto é, fungoes do tipo f: D C R" — R™. As defini¢oes envolvem os
famosos €’s e 0’s e as demonstracoes das propriedades basicas sdo todas feitas com bastante
rigor, visando, principalmente, aqueles alunos que pretendem ingressar em uma pés-graduacao.
Quanto ao rigor, o mesmo pode ser dito sobre todos os capitulos.

O capitulo 4, Derivadas Parciais, estuda as derivadas parciais, também as vetoriais, intro-
duz a matriz jacobiana, o campo gradiente, operador laplaciano e, claro, serve de infraestrutura
para o capitulo 5. A nocao de plano tangente também é ai inserida.

Finalmente, o capitulo 6, Fungdes Inversa e Implicita. Inicia estudando sequéncias no R",
passa por conjuntos compactos do R™, teorema de Weierstrass, sobre fungoes continuas em



ii Prefacio

conjuntos compactos, teorema do ponto fixo de Banach, e norma de uma aplicac¢ao linear, tudo
objetivando o principal teorema da Andalise Matematica, a saber o Teorema da Func¢do Inversa,
que ¢ provado nos minimos detalhes. O, nao menos importante, Teorema da Fung¢do Implicita é
obtido a seguir, primeiro para funcoes reais de duas variaveis e depois para fungoes vetoriais do
tipo f : R™™ — R™. O capitulo termina com um pouco de superficies regulares, definicoes e
exemplos, bem proximos do que se faz nos cursos de Geometria Diferencial.

Todos os capitulos sao recheados de belas figuras, resultado de uma combinac¢ao dos
programas de computador, o Mathematica e um programa nosso, que vimos trabalhando ao
longo dos anos, e que chamamos de GeraTgX, usado, principalmente, para colocar as legendas
das figuras.

Cada capitulo tem uma repleta lista de exercicios, com varios niveis de dificuldade, mas
resolvidos de alguma forma, pois sdo acompanhados de sugestoes e solugoes, estas postas em
um capitulo especial, o Sugestdes e Respostas.

Temos um bastante fino conjunto de indices remissivos, o que facilita a manipulacao do
texto, principalmente quando queremos encontrar uma defini¢ao, um objeto, um teorema, em
particular. Os simbolos usados no texto estao presentes na alinea simbolos do indice.

Para finalizar, algumas palavras sobre a utilizacdo deste texto: em geral, os Cursos de
Matemaética adotam Geometria Analitica e Algebra Linear como pré-requisito para os cursos
de Célculo com varias variaveis, o que permite o professor usar o capitulo 1, apenas a partir
da seg¢ao 1.4, Fungdes Vetoriais. O capitulo 6, num primeiro curso, pode ser usado a partir
do Teorema da Funcdo Inversa, sem sua prova, seguindo o roteiro dos exemplos, para ilustrar
sua forca. A mesma estratégia pode ser usada com o Teorema da Func¢ao Implicita, podendo,
o professor, levar em conta os detalhes do caso de duas varidaveis. Em cursos mais avangados,
vimos usando o texto a partir do capitulo 4.

UFAL - 2023

J. Adonai Seixas

“E agradavel, com certeza, ver o préprio nome impresso;
um livro é um livro, embora n3o haja nada nele.”

George Gordon Byron (1809)

“O homem morre mas sua obra permanece.”

Augustin-Louis Cauchy (1857)

“Por que um fuzil vale mais do que uma pedra de giz?"
Eduardo Perdigdo (1983)
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1.1
O Espaco Euclidiano R"

Nesta se¢ao, introduziremos a noc¢ao de espaco euclidiano R”, estabelecendo suas propri-
edades algébricas e geométricas béasicas. Comecamos com sua defini¢ao.

1.1.1

Definicdao Dado n € N = {1,2,3,...}, o espago euclidiano R" ¢ definido como sendo o
conjunto de todas as n-uplas de nimeros reais X = (x1, 2, ...,x,), isto &,

R" ={X = (z1,%2,...,2,); -; ER, i =1,2,... n}.

1.1.2

Definicao Dada uma n-upla X = (z1, s, ..., ,), 0s nlmeros reais xy, Ty, ..., T, sao chama-
dos coordenadas de X.

1.1.3

Definicdao Dadas n-uplas X = (xy,29,...,2,) € Y = (y1,¥2,...,Yn), diremos que X =Y se

T =Y, T2 =Y2, --+y, Tn = Yn.

1.14
Operacoes com n-uplas

As estruturas aditiva e multiplicativa do corpo R induzem, naturalmente, uma estrutura
de espacgo vetorial em R"™. A adicao de n-uplas e a multiplicacdo de uma n-upla por um nimero
real sao definidas a seguir.

1.1.5
Definicao  Sejam X = (z1,22,...,7,) ¢ Y = (y1,%2,..-,yn). A soma de X com Y, indicada
por X +Y éan-upla X +Y = (x1+ 41,22+ Y2, ..., Ty + Yn)-

1.1.6

Definicao  Sejam X = (xy,79,...,2,) e a € R. O produto de X pelo niimero real a, indicada
por aX, é a n-upla aX = (axy,axs, ..., az,).

1.1.7

Exemplo No espaco R*, considere X = (1,2, —m,v2), Y = (2,v/3,m,1) e a = v/2. Entdo,
X+Y =(3,2+3,0,1+2) e aX = (v2,2v2, —71V2,2).

Euclides de Alexandria
Grécia Antiga [305/304 A.C.[207 A.C.
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1.1.8
Exemplo Em R7, considere X = (0,1,2,-1,0,v2,v/3) e Y = (2,v/3,7,1,0,2, —/3). Entdo,
X+Y =(2,1++3,24+7,0,0,2++2,0).

As proposicoes que seguem mostram que as operagoes com n-uplas recém-definidas satis-
fazem os axiomas de espaco vetorial. Tal fato justifica a terminologia que consiste em chamar
uma n-upla, de vetor no R".

1.1.9
Proposicao Se XY, Z € R", entao valem as seguintes propriedades:

(i) [Comutatividade] X +Y =Y + X;
(ii) [Associatividade] (X +Y)+ 2 =X+ (Y + Z);

(iii) [Elemento Neutro] a n-upla O = (0,0,...,0), chamada n-upla nula (ou zero), é a tinica
n-upla tal que X + O = X;

(iv) [Simétrico] a n-upla —X = (—x1, —x9,...,—x,), chamada simétrico da n-upla X, é a

tinica n-upla tal que X 4+ (=X) = O.

Demonstracdo: Vejamos a demonstragao de (ii). As demais sdo igualmente simples, e
serao deixadas como exercicio para o leitor. Temos que
(X+Y)+Z = (21 +y1, 22+ Y2, T+ Yn) + (21,22, ..., Zn)
=((z1+wy)+ 21, (T2 +y2) + 22, ., (Tp + Yn) + 20))
= (z1+ (g1 +21), 22+ (Y2 + 22)5 -, T+ (Yn + 20))
=X+ (Y +2),

onde, na passagem da segunda para a terceira equagao, foi usada a propriedade associativa dos
nuimeros reais. Os demais pontos envolvem apenas a definicao 1.1.5. g

1.1.10
Proposicao Se XY € R™ e a,b € R, entao valem as seguintes propriedades:

(i
(ii

(iii

) [Distributividade] a(X +Y) = aX +aY’;
) [Distributividade] (a + b)X = aX + bX;
) [Associatividade] (ab)X = a(bX);

(iv) 1X = X.

Demonstragdo: Sejam X = (z1,29,...,2,) €Y = (Y1,¥2,...,Yn). Temos que

a(X+Y)=alz1+y1, 22+ Y2, -, Tn + Yn)
= (a(z1 +y1),a(z2 +y2), - - o, a(Tn + Yn))
= (axy,axy, ..., ax,) + (ayi,ays, . .., ay,) = aX + aY,
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onde usamos a propriedade distributiva de R junto com a definicdo 1.1.5, e obtemos (i). Para (ii),
a propriedade distributiva de R e a definicao 1.1.6 sdo usadas:

(a+b)X = ((a+b)zy, (a+ b)xg, ..., (a+b)x,)
= (axy + bxy, axy + bxa, .. ., ax, + bx,)
=aX +bX,

como queriamos. g

1.1.11

Corolario R™ é um espaco vetorial de dimensao n.

Demonstracdo: As proposigoes 1.1.9 e 1.1.10 mostram que R™ é um espago vetorial. Falta

mostrar que dim R™ = n. Para isto, sejam ey, es, ..., €,, definidos por
er =(1,0,0,...,0), e =1(0,1,0,...,0), ..., e, =(0,0,...,0,1).
Note que se X = (z1,29,...,x,), entao

X =xe1 4+ x9e+ -+ - + 26,
Logo, {e1,€a,...,e,} gera R™. Agora se ¢, ¢a, ..., ¢, sA0 nlmeros reais tais que

cre1 + cgeg + - -+ cpe, = (0,0,...,0),

vem que ¢; = ¢ = -+ = ¢, = 0, 0 que completa a prova. g
1.1.12
Definicao A base {ey, ey, ...,e,} construida acima ¢ chamada base canénica do espago R™.

1.1.13
Interpretacoes Geométricas

A interpretacao geométrica que descreve R como uma reta orientada, sobre a qual se esco-
lhe um ponto O, o qual corresponde ao niimero zero, uma unidade de medida, que corresponde
ao nimero 1, pode ser estendida a uma interpretacdo geométrica dos espacos euclidianos R?
e R3. Para R™, n > 4, fica por conta da imaginacao de cada um.

—00 _\/5 0 1 \/g ™ “+o0

Figura 1: Os Numeros Reais R
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Para visualizar o R?, tomamos duas cépias de R, as quais chamamos de eixos coordenados.
Estes eixos sao denotados por eixo-x e eixo-y. O passo seguinte consiste em dispor os eixos
coordenados em um plano euclidiano de modo que eles se interceptem ortogonalmente ao longo
de suas origens, o que produz o ponto O, que serd associado a dupla (2-upla) nula (0,0),
conforme figura 2-(a). Feito isso, uma dupla de R?, digamos X = (z1,x3), é olhada como aquele
ponto do plano, também indicado por X, que se projeta ortogonalmente sobre eixo-z e eixo-y
naqueles pontos que correspondem a x; e xo, respectivamente. Isto é feito tragando-se por xq,
uma reta perpendicular ao eixo-z, e por xs, uma reta perpendicular ao eixo-y. A intersecao
destas perpendiculares é exatamente o ponto do plano que representard X. Deste modo, fica
estabelecida uma bijecdo entre o plano euclidiano que fixamos e o espaco R2.

Ha situacgoes em que é conveniente representar uma dupla X como um segmento orientado
localizado em O. As figuras 2, (a), (b) e (c), exibem duas duplas X = (z1,22) e Y = (y1, y2), de
modo que cada uma delas aparece ora como ponto, ora como segmento orientado. Neste ponto,
observamos que a nog¢ao geométrica de angulo entre X e Y é mais adequada a figura 2-(c), onde
ambas sao olhadas como segmentos orientados localizados em O. Ja a figura 2-(b) é perfeita
para motivar a nocao de reta que passa por Y e é paralela a X, conforme definicao 1.3.1.

ﬂy Ay ﬂy
Y Y Yy Y Y Y
2 2 2
X X X
mZH—J—————T m2H—J———— T2 ¢— _—— —
| | | | | |
| | | | | |
| [ ] [ ] [
(0] Y1 T x (0] Y1 T x (0] Y1 1 T
Figura 2-(a) Figura 2-(b) Figura 2-(c)

Analogamente, para fazermos geometria em R3, recorremos a trés retas, que formarao os
eixos coordenados, indicados, respectivamente, por eixo-z, eixo-y e eixo-z, e as colocamos no
espaco euclidiano tridimensional de modo que elas se interceptem ortogonalmente em suas ori-
gens, produzindo o ponto O, que corresponderd a tripla (3-upla) nula (0,0, 0). Feito isso, temos
em maos trés planos especiais, chamados coordenados, e denotados por plano-zy, plano-zz e
plano-yz. Agora a uma tripla X = (x1, 29, x3) fazemos corresponder o ponto do espaco cujas
projecoes ortogonais sobre os eixos coordenados eixo-x, eixo-y e eixo-z coincidem, respectiva-
mente, com os pontos destes eixos que estao associados aos nimeros reais x1, r9, r3. O conjunto
de figuras 3 mostra como isso é feito: inicialmente, marcamos z; no eixo-x, rs no eixo-y e s
no eixo-z. Depois, a partir de x;, caminhamos paralelamente ao eixo-y até atingir a medida
Zo, onde encontramos o ponto que representa a projecao de X no plano-zy, que corresponde a
(x1,x2,0). Pronto, agora é s6 subir (se z3 > 0), ou descer (se z3 < 0), paralelamente ao eixo-z
até atingir uma altura z3, e encontramos o ponto do espaco que representara X. Note que na
figura 3-(b), a tripla X é mostrada como um segmento orientado, representante do vetor O

ou simplesmente Xz, localizado na origem.
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(ml, T2, 0)

Figura 3-(a): A tripla X

Figura 3-(b): O vetor X

Agora podemos descrever geometricamente a adicao de n-uplas e a multiplicagdo de uma n-
upla por um ntimero real. Para isso, usamos as figuras 4, onde marcamos as duplas X = (z1, x2)
e Y = (y1,y2) juntamente com sua soma. Olhando atentamente essas figuras, observamos que
a figura 4-(b), a qual mostra X e Y como segmentos orientados localizados em O, nos d4 uma
regra geométrica evidente: o segmento orientado X + Y é a diagonal do paralelogramo com
arestas X e Y. Portanto, a dupla X +Y é o ponto final deste segmento. A regra geométrica
contida na figura 4-(c) é a mais simples: localizamos em Y, o segmento orientado X. O ponto

final obtido é a dupla X + Y. Facil, nao?

T2 + Y2

Y2

0]
Figura 4-(a)
Ay

aX
arze — — — — .
x \
T2¢g— — — — — — - ‘
| \
\ \

l l

0] Ty ary T

Figura 5-(a): A n-upla aX

Figura 4-(b)

arz

2

Figura 4-(c)

aX(Oq‘:a<1)\
: J

>
1 ary T

Figura 5-(b): O vetor aX

Para finalizar, consideremos as figuras 5, (a) e (b), postas acima, que ilustram geometri-
camente como funciona a multiplicacdo de uma n-upla por um escalar a € R: a n-upla a X tem
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comprimento igual ao comprimento de X multiplicado pelo valor absoluto de a. Seu sentido é
o mesmo de X, quando a > 0, e lhe é contrario, quando a < 0.

1.2
Produto Interno e Norma

Vimos, recentemente, que o espaco R™ possui uma estrutura de espaco vetorial. Em
varias situagoes, precisamos das nocoes de comprimento, angulo, ortogonalidade, nao presentes
nas operagoes de espaco vetorial. Estas nogoes sao obtidas a partir de um produto escalar (ou
interno), que introduziremos agora.

1.2.1

Definicao  Sejam X = (zy,29,...,2,) ¢ Y = (y1,%2,...,yn). O produto escalar (ou in-
terno) de X por Y, indicado por X - Y, é o ntimero real dado por

XY =x21y1 +22y2 + - + Y.
A seguinte proposicao descreve as propriedades deste produto.

1.2.2
Proposicao Se XY, Z € R" e a € R sdo arbitrdrios, entdao valem as seguintes propriedades:

[Positividade] X - X >0, e X - X =0 se, e somente se, X = O = (0,0,...,0);
[Comutatividade] X - Y =Y - X;

[Distributividade] X - (Y +2)=X Y+ X - Z;

[

(iv) [Homogeneidade| (¢ X) Y =X - (aY) =a(X -Y).
Demonstracdao: Com X = (x1,29,...,2,), Y = (Y1,%2,---,Yn) € Z = (21,22, -, 2n),
temos que

X -Y+2)=x1(y1 +2z1) + x2(y2+ 22) + -+ + 20 (Yn + 20)
=141 + T121 + XoYo + TaZo + -+ TpYn + Ty
= (T + Tay2 + -+ TpYn) + (121 + Tazo + -+ Tp2p)
=X Y+ X -Z

Assim, fica provado (iii). g

A proposigao 1.2.2, em seu item (i), permite-nos dar a seguinte defini¢ao .
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1.2.3

Definicao  Seja X = (z1,2s,...,7,). A norma (ou comprimento) de X ¢ dada por
IX|| = VX - X = \Jal +a}+ - +a2.

1.2.4

Definicdo X € R" é dito unitdrio se | X|| = 1.

1.2.5
Exemplo Se X = (1,2,-1,0) e Y = (3,1,0,—v/2), entdo X - Y =5, | X|| = V6 e ||V = 2V3.

1.2.6
Proposicao Dados X,Y € R" e a € R, temos que
(i) |IX]| >0, e || X] =0 se, e somente se, X = O;
(ii) [|aX]|| = |a| || X, onde |a| é o valor absoluto de a;

(iii) se X # O, o vetor ux = X/ || X|| é unitario (ux é conhecido como vetor unitirio na dire¢ao
de X);

() 1X + Y = | X|° +2X - Y + Y]

V) X =Y = X" —2X - Y + V],

Demonstracao: Temos que

laX|| = /(aX) - (aX) = \Ja2(X - X) = |a ||X]],

o que prova (ii). Agora, usando (ii), vem que
X 1
ol = | x| = g 11 =1
X 1]

e segue-se (iii). Para (iv), simplesmente expandimos || X + Y|, usando a distributividade e a
comutatividade do produto escalar.

IX+Y|P=(X+Y)- (X +Y)=X - X+X -Y4+Y - X4Y .YV =|X|?+2X-Y +|[YV]|>.

Os demais itens sao, também, de prova simples. g
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1.2.7
Interpretacoes Geométricas

Estudaremos agora os aspectos geométricos envolvidos pelo produto escalar e pela norma.
Consideremos a figura 6-(a) a seguir. Note que o tridngulo de vértices O, X e (z1,x9,0) é

retdngulo no vértice (z1,22,0) e seus catetos medem y/z} + 23 e x3. Logo, sua hipotenusa

mede (/2% + 23 + 2%, o que coincide com ||X||. Deste modo, podemos visualizar ||X|| como o

comprimento (euclidiano) do segmento orientado X . Isto também acontece no R?, como o leitor
pode verificar facilmente.

B
~.(Y — X)-transladado

Figura 6-(a) Figura 6-(b)

Tomemos agora X,Y dois vetores em R? (ou R?) que fazem entre si um angulo 6, como
mostra a figura 6-(b). (Note a interpretagao geométrica para a diferenga Y — X: o segmento
orientado, localizado em X, que representa Y — X termina em Y.) Aplicando a lei dos cossenos
ao tridngulo AOXY | obtemos que

1Y = X|I* = [IX]* + 1Y * = 21X Y] cos 6,
o que comparado com (v) da proposicao 1.2.6 d4 que
XY = [ X[ Y] cos®. (1)

Assim vemos que a noc¢ao de produto interno esta bem ligada a nocao de angulo entre vetores,
e colhemos a seguinte proposi¢ao, onde Z(X,Y") indica o tinico dngulo, no intervalo [0, 7], entre
os vetores X e Y.

1.2.8
Proposicdao Se XY € R" (n = 2,3) e § = Z(X,Y), entao X - Y = || X||||Y| cosf. Em
particular, vale a desigualdade de Cauchy-Schwarz:

[ XY < XYL

a igualdade ocorrendo apenas quando X e Y sao linearmente dependentes.
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1.2.9

Exemplo A proposi¢do 1.2.8 mostra que dois vetores X e Y em R™, n = 2,3, sdo perpen-
diculares se, e somente se, X - Y = 0. De fato, X e Y sdo perpendiculares se, e

somente se, Z(X,Y) = 7/2. Como caso particular disto, note que dado X = (x1,z3), o vetor

Y = (=9, 1) é perpendicular a X. O vetor Y é obtido de X por uma rotagao em torno de O no

sentido anti-horario. Como exercicio, o leitor deve esbocar os vetores X e Y, para se convencer

deste fato.

Continuando com a nossa discussao geomé-
trica construiremos, agora, o que chamamos de
projecao ortogonal de um vetor na direcao de ou-
tro nao-nulo dado. Sejam, entdao, X # O e Y
como na figura 7, onde uyxy = X/ || X]| é o vetor
unitario na direcao de X, 0 = Z(X,Y) e PxY ¢é
o vetor obtido pela projecao ortogonal de Y so-
bre X. Assim PxY = auy, onde

XY
a=|Y|cosl =uyx- Y =———.
1X1]
LOgO, oy Y.y ; Figura 7: Projecdo de Y sobre X
x¥ =5 X
1XJ*

Da construcao de PxY decorre facilmente que o vetor Y — PxY é ortogonal a X, o que pode
ser verificado, também, analiticamente:

X (Y -PxY)=X (Y X)=X-Y-X-Y=0

1X 11

E conveniente notar aqui que a expressao que define PxY pode muito bem ser usada para
o espaco R", visto que ela ndao contém nenhum apelo geométrico explicito. Isto sera parte do
contetido da préxima subsecao .

1.2.10
Exemplo Considere, em R?, o tridngulo AABC,

A=(1,1), B=(3,2)eC =(0,4). Os
vetores X = C — BeY = A — B aparecem na fi-
gura 8, localizados em B. Temos que X = (—3,2),
Y =(=2,-1), X-Y =4, |X|*=13¢

4 4
PyY=—X=—(-3,2).
R R EA

Agora fica facil calcular a altura relativa ao lado
BC', hpe, do triangulo AABC'. De fato, temos

14 2 V13

— I =7 . . . O : BC
137 13) 13 Figura 8: Calculo da altura relativa a BC

e = IV = Py =



